
Kronekerov algoritam

Prema Gausovoj lemi, polinom sa celim koeficijentima je rastavǉiv na proizvod dva
polinoma stepena barem jedan sa racionalnim koeficijentima ako i samo ako je rastavǉiv
na proizvod dva polinoma stepena barem jedan sa celim koeficijentima. Kronekerovim al-
goritmom se utvr�uje da li je dati polinom sa celim koeficijentima rastavǉiv na proizvod
dva polinoma stepena barem jedan sa celim koeficijentima.

Neka je na ulazu u algoritam dat polinom stepena barem dva. Najpre treba potra�iti
ǌegove racionalne korene, pa ga rastaviti na qinioce stepena barem jedan, pri qemu qi-
nioci stepena barem dva nemaju racionalnih korena. Recimo, ako je p

q jedan od racionalnih
korena datog polinoma stepena barem jedan sa celobrojnim koeficijentima, gde je p ∈ Z i
q ∈ N, onda je dati polinom deǉiv polinomom qx − p, pri qemu koliqnik ima celobrojne
koeficijente. Time se problem faktorizacije polinoma sa celim koeficijentima svodi na
sluqaj polinoma sa celobrojnim koeficijentima.

Neka je P (x) = akxk + · · · + a0 polinom stepena bar dva sa celobrojnim koeficijentima,
gde je ak 6= 0. Neka su Q(x) = bmxm + · · ·+ b0 i R(x) = cnxn + · · ·+ c0 polinomi stepena barem
jedan sa celobrojnim koeficijentima takvi da je bm, cn 6= 0 i da je P (x) = Q(x)R(x). Odatle
je naravno m + n = k. Na osnovu prethodnog, mo�emo jox pretpostaviti da polinom P (x)
nema celobrojnih nula. Tako�e, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti da je m ≤ n.

Izaberimo bilo koje me�usobno razliqite cele brojeve x0, . . . , xm. Tada su P (xi) = yi,
kao i Q(xi) = ui i R(xi) = vi celi brojevi. Tako�e je yi 6= 0 jer po pretpostavci polinom
P (x) nema celobrojnih korena. Me�utim, poxto je P (x) = Q(x)R(x) za svako x, stavǉaju�i xi

umesto x, dobijamo da je uivi = yi. Ali, poxto je yi ceo broj razliqit od nule, on ima konaqno
mnogo rastavǉaǌa na proizvod dva cela broja. Neka su r1s1, . . . , rnisni sva rastavǉaǌa broja
yi na proizvod dva cela broja. Tada za neko ki ≤ ni va�i ui = rki

i vi = ski
. Drugim reqima,

postoji funkcija f qiji je domen skup {0, . . . ,m} i za koju je f(i) ∈ {1, . . . , ni} i Q(xi) = rf(i) i
R(xi) = sf(i) za sve i iz domena.

Dakle, kada ispitujemo dali dati polinom P (x) stepena barem dva sa celobrojnim ko-
eficijentima mo�e da se prika�e kao proizvod dva polinoma sa celobrojnih stepena, pri
qemu je jedan od ǌih stepena m ≥ 2, a drugi stepena ne meǌeg od m, najpre biramo razliqite
cele brojeve x0, . . . , xm, potom izraqunavamo vrednosti yi = P (xi), zatim svaku od vrednosti
yi rastavǉamo na proizvod dva cela broja na sve mogu�e naqine r1s1, . . . , rni

sni
= yi, a onda

za svaku1 funkciju f qiji je domen skup {0, . . . ,m} za koju je f(i) ∈ {1, . . . , ni} za svako i iz
domena funkcije f izraqunavamo interpolacioni polinom Q(x) ne ve�eg stepena od m koji
prolazi kroz sistem qvorova (xi, rf(i)). Ukoliko taj polinom ima cele koeficijente i deli
polinom P (x), onda smo dobili jedno rastavǉaǌe polinoma P (x) na proizvod dva polinoma
stepena barem jedan sa celobrojnijm koeficijentima. Ukoliko to nije sluqaj niti za jednu
od konaqno mnogo funkcija f koje dolaze u obzir, onda se polinom P (x) ne mo�e prikazati
kao proizvod dva polinoma sa celobrojnim koeficijentima, pri qemu je jedan od ǌih stepena
m, a drugi stepena na maǌeg od m.

Polinom stepena 1 je uvek nerastavǉiv. Polinom stepena 2 ili 3 sa celim koeficijen-
tima je nerastavǉiv nad prstenom celih brojeva ako i samo ako nema racionalnih korena.
Polinom stepena k ≥ 4 sa celobrojnim koeficijentima je nerastavǉiv nad prstenom celih
brojeva ako i samo ako nema racionalnih korena i ne mo�e se prikazati kao proizvod dva
polinoma od kojih jedan ima stepen 2 ≤ m ≤ k − 2, a drugi stepen koji nije maǌi od m.

Galoaova grupa polinoma sa racionalnim koeficijentima je tako�e algoritamski izra-
qunǉiva (do na izomorfizam). Tako�e, postoji algoritam koji za datu algebarsku jednaqinu
stepena barem jedan sa racionalnim koeficijentima nalazi u radikalima sva ǌena rexeǌa
koja se mogu izraziti u radikalima, kao i za raqunaǌe sa algebarskim brojevima u apso-
lutnoj taqnosti.

1Takvih funkcija ima n0 · · · nm, to jest konaqno mnogo.


