OcHOBHEe JjieMe IpeaUKaATCKOT pavyyHa

Y oBom TekcTy he T GUTH O3HAKA 38 T1,...,Tm, J 38 Yl,---,Yn, C O3HAKA 32 C1,...,Cm, f 38 f1,..., fn, & f(Z) 32
f1(@), ..., fu(Z). Takobe hie T' Guru Teopuja upsor pena jeauka L.

Jlema 1 (o ynueepsaanoj koncmanmu) Heka je o(Z) 6uno koja popmyna jesuka L u Hera je L* jesur roju ce on
jesura L pasiuKyje caMo IO TOMe IITO caap:ku jorr MehycoOHO pas3ianumre KOHCTAHTCKe cuMOoJie € KOju HUCY y
jesury L. Tana

THEVYZp(Z) arxxko T F ().

Hoxa3z: Jacuo je na uz T+ VZp(Z) ciequ T F ¢(¢). IIpernocraBumo 3aro na T+ ¢(¢). Younmo npousBosbaH TOKA3
3a ¢(¢) y reopuju T u mzabepumo MeljycoGHO pas3iaumunre TPOMEHJLUBE Z1,...,Z, KOjeé Ce He MOjaBibyjy HUTAE Y
nokasy. Y yOYeHOM NOKa3y 3aMEHMMO CBAKO jaB/bame ¢; ca z;. Ha Taj Hauun mobuhemo mokas 3a ¢(zZ) y Teopuju T
OBa uumeHunna ce N0Ka3yje MHAYKIUjOM 110 NysKUHU HOKa3a (y OBOM CJIydajy 110 peIHOM Opojy GopMyse y yOueHOM
nokaly). Ilpomy:kumo Taj OOKa3 TAKO INTO NEeMO NPUMEHUTU MeHePaJIu3anujy Ha OPOMEHJbUBe Z y GopMmynn ¢(Z).
Tume cMo mokaszanu peuvenuny Vzeo(z) y reopuju T koja je Joruuku ekBUBaJIeHTHA ca VI@(Z) Oyayhu na je 3amena
peryaapsa jep je ¢popmyna ¢(¢) nobujeHa 3aMeHOM caMO CI0DOMHUX jaBibama npoMenpusux . QED

JIema 2 (IIpasuso C) Hera je L* je3ur koju ce ox jesuka L pasivkyje caMmo IO TOMe LITO caup:ky jom MebycoBHo
pa3IuuuTe KOHCTAHTCKE cuMOoJe ¢ Koju HucCy y jesury L u Heka je ¢(Z) popmyna jesura L 3a xojy T b ITp(T).
Tana 3a Teopujy T* =T U {¢(¢)} u npoussomHy peuenniy 1 jesura L* Baku

THy agxo TF .
Hoxka3z: Jacuo je ma uz T F 4 cinemu T* - 1. IIpernocraBumo 3ato ma T* - . Tanma mobujamo ma Baku
TU{e(@)} 9,
TFp(e) — 9,
T Evz(p(z) — ),
T+ Jzp(T) — .

MebyTum, 6yayhu na no npermocrasuu 1 F 3Tp(ZT), nobujamo ma T H. QED

Teopeme 0 nedpHUIIMOHUM €KCTeH3MjaMa

Teopema 1 Hera je L* jesur koju ce on je3ura L pasiuKyje caMo IO TOMe IMTO camap:xku jom u mehycobuo pa-
37MYUTE KOHCTAHTCKe cuMbouie ¢ Koju HucCy y je3ury L u Heka je ¢(Z) dopmyaa jesura L taxsa ma T F ATp(T) u
T* =T U{p(¢)} Teopuja jesura L*. Tana Baxu:

a) 3a cBaky peuveHuny v jesuka L Basku

TrHvY akrko T*F .

6) Aro jom T F F1Z¢(Z), omma 3a cBaky dopmyiay ¢ jesura L* moctoju dopmyna 6 jesurxa L 3a KOjy
T* V(Y < 0).

Joxa3s:

a) OsBo je zanpaso npasuio C.



0)

Hera cy § mebhycobHO pasiamunTe IpOMeHbUBE KOje HeMajy CJIODOAHUX jaBibama y (OPMYJIM ¢ U TakBe Aa je
3aMeHa CBUX CI0OOMHUX jaBjbarmba IPOMEHJbUBE T; HIPOMEHJBUBOM ¥; v hopmynu ¢(Z) peryinapaa. 3a GOpMyry
0 moxxemo yzeru popmyiy Vy(o(y) — ). Ilo npernocraBuu Basku

T EVy(e@) cyr=c1 A Ayn = cn).
Oryna u u3 nepununuje Gopmyie 0 ciemnu
T YO0 = VYglyr =c1 A ANyp = cn — ).
Bynyhu na ce mpomenmuBe § He jaBibajy CIOOOTHO V 1, UMaAMO 14
T"EV(0 < Byl =c1 A Ayn = cn) — 1)),

omakise T* F V(0 < 1), wro je u rpebano mokazatu. QED

Teopema 2 Hexka je ¢(Z,y) popmyna jesura L u mera je L* je3uk KOju ce pas3iukyje on je3uka L caMO IO TOME
ITO caap:u jour ¢pyHEnUjcke cumboae f apHocTH M KOju cy MebycoGHO pasmuumTy u KOju He TPUIANA]y je3UKy
L. Hpernocrasumo na T+ Vz3yp(z, 7). Tama mom mpermocTaBkoM aa je 3amena y dopumyim o(Z, f(7)) peryrapna,
3a Teopujy T* = T U {VZp(z, f(Z))} Baskm:

a)
Tk agkxko T F

3a Ma KOjy peueHwuily 1 jesuka L.

6) Axo jom T F VZ31§p(Z,y), onna 3a ceaky ¢popmyny v jesura L* moctoju popmyna 6 jesura L Tako ma

T* F V(1) < 6).

Jloka3s:

a)

ITonoso Tiemo mokaszaru camo Herpusujanan cmep. Herka Tt ¢. Tana nocroju momen M = (M, 1) jesura
L y roMme Baske cBe akcuoMme teopuje T kao m peuenuna —p. Mebyrum, 6ynyhu na T + VZ3ge(z,y) n
na je M momen teopuje T, nocrojahie momen M/ = (M,I') jesura L* uumja umntepuperanmja I’ mponyxyje
uarepnperamujy I momena M u tako ma M’ = Vap(z, f(Z)). Byayhu na momemn M u M/ umajy metu crym
HOCAY W MCTe WHTEepIperanudje cBuUx cumbousa jesuka L, oHm he 3amoBObaBaTy MCTe pedveHule jesumka L,
onakie je sajemso ca M u M’ momen teopuje T U {—)}. Asmm, momro takobe M’ = VZp(Z, f(Z)), M’ he
3anpaBo 6utu momen teopuje T* U {—¢}, ma T* I/ 1.

Iloxkas hemo m3BecTu MHIYKIMjOM IO Opojy 3HaKoBa y ¢opmynau ¥. Heka je marme ¢ mpoumsBosmHA (OpMyIIa
jesuka L.

1. ®opmyna v je obmura —)’ 3a mery dpopmyny ¢’'. Hera je 8’ popmyna jesura L 3a wojy T* F V(' « 6').
Tana 3a popmyny 0 jemnary —60' Bawu T* V(i < 6).

2. ®opmyna Y je obmura ' AY”. Hera cy 0 u 0” dopmyne jesurka L 3a xoje T* + V(' « 0) u
T*EV@W" < ¢"). Tana 3a popmyny 0 jemmary 0’ A 60" Bamu T* - V(i) < 0).

3. ®opmyua ¢ je obmuka Jryy’. Hera je 6 popmyna jesura L 3a rojy T* F V(¢ « 0'). Tana 3a ¢popmyay 0
jemuary 3z’ Bawu T* V(¢ < 0).

4. Popmyna ¢ je obmmra R(t1,...,t;), roe je R penammjckn cuMOON MaAM jeMHAKOCT, a t; MPOU3BOJLHU
TEpMU IIPU YEMy Ce UCKbyuyje moryhuocT ma je R jemHakocT u ma je mputoMm Gap jemaH ol TepMoBa t;
npoMenspuBa. Tana je ¢popmyiia ¢ eKBUBAJIEHTHA (OPMY I

Elyl.-~5|yk(t1 :yl/\"/\tk:yk/\R(g))

rae cy § mebhycoBGHO pazimumTe TPOMEHJLMBE KOje ce He jaBmajy y Tepmuma t. Heka je 6; dpopmyma
jesura L 3a rojy T* FV(0; < t; = y;). Tanma 3a ¢opmyay 0 jenuary

G0 A - AN Ok A R(Y))

Bazku T* F V(¢ < 0). Ilpurom je ¢popmyna 6 ma jesuxy L jep R kao penanujcku cumboun jesura L*
npunana jesury L. OBme cMo atoMcky ¢popmyry t =y, rae je t TepMm a Yy IPOMEHJbUBA TPETUPAIUA KAO
npoctujy Gopmynay ox ¢popmyie t = ¢, ka0 u on Gopmyie ¢ = t, Te je ¢ KOHCTAHTCKA CHUMOOJI, MaKO
uMajy UCTH OPOj 3HAKOBA.



5. ®opmyua 1) je obauka t = z unau obnuka z = t, Tae je t HeKU TepM a 2 MPOMEHLUBa. AKO je ¢ TpOMeHLUBa
UM KOHCTAHTa, OHna je ¢popmyna 1 Beh Ha jesury L, ma MoxkeMo 3a popmyny 0 yseru Oam . Hexra je
3ato tepM ¢ jemuak f(t1,...,tx) 3a Hexe TepMme t; u Hexku QyHkuujcku 3Hak f. Ho, rana je 3a mehycobuo
pa3auumuTe IPOMEHJBUBE X1, ...,TL, KOj€ Ce He MOjaBJby]y y TepMuUMa t; U KOje Ce Pa3JIUKY]y OX 2

FVY() <3zt =x1 A Aty =z A f(T) = 2).

Heka je 6; ¢popmyna jesura L taxsa ma T* FV(0; — t; = x;). Axo 6u mocrojana u popmyna 6 jesura L
3a kojy T* FV(f(Z) =2z < 0'), ouna 6u 3a popmyay 0 jennary

FGOL A - AO NO)

Bazkmio T F V(¢ < 0), upu uemy 6u popmyna 6 6una ma jesury L. Ilakie, ocraje nga JoKa:keMO Ia
TpaskeHa popmyia §' mocroju.

Axo je f ¢ymrumjckm 3HAK U3 jesumra L, onga MosxkeMo craButé na je 0’ ympaso ¢popmyna f(Z) = z. Y
npotusHOM je f = f; 3a mero i, u Tama 36or T F Vi 7p(z,5) u T* = T U {VZp(z, f(Z))} Bakn

T* FVYaVz(fi(Z) = z < Ju(e(Z, u) Au; = 2)),

rme cy ui,...,u, MehycobHO paszanuynTe NPOMEHJPMBE OJ KOjUX HU jeqHA HUje jelHAaKa ca 2z, U TaKBe Ia
ropma 3aMeHa Oyne perymnapHa. Ho, omaTiie HEIOCPEIHO CIeau 1a 3a GopMyy 6’ MoEeMO y3eTu ynpaso
popmyny Fu((Z,w) Au; = z).

QED

Teopema 3 Hexka je ¢(Z) ¢popmyia jesuka L u Heka je L£* je3ur KOju ce pasiukyje ox jeauka L caMo IO TOME IITO
CAApIKY jOI penanujcku cuMmBos R aprocTu n koju He npunana jesury L. Tana 3a Teopujy T = T U {VZ(p(Z) « R(Z))}
BaKU:

a)
TrHvY akrko T F4

3a Ma KOjy pedenuny 1 jesmra L.

6) 3a cBary ¢opmyiay ¢ jesura L* mocroju dpopmyia 6 jesura L tako na

T* (3 < 0).

Jloka3s:

a) Ilorkazahiemo camo merpusumjasan cMmep. Herxa T* F ¢ u mexa je x(Z) dpopmyrna xoja ce mobuja mpeos-
HadaBameM CBuX MeDycoOHO pa3nuuuTux Be3aHWX MPOMEHUBUX y Gopmynau ¢(Z) mehycobuo pazmuuntum
IpOMEHJMBAMA KOje HEMAjy jaB/bama y yOUeHOM HOKa3y 3a 1. Tama ce 3aMEHOM CBAKOr IOjaBJbUBama (HOp-
myae R(tq,...,t,) Kao moThopMye Heke popmydie y mokasy 3a 1 popmysom x(t) mobuja nokas 3a 1) y Teopuju
T U{VZ(p(Z) < x(Z)}. Ioras ce n3BOM MHAYKIMjOM IO PeIHOM Opojy dpopmyie v nokasy. Mebhyrum, 6y nyhu
na je popmyna VZ(p(Z) <« x(Z)) Bamana, nobujamo ma T+ .

6) Hexka je 1) npousBosmHa Gopmyaa jesuxa L*. Yoummo popmyny X(Z) rkoja ce nobuja zamenom csux mehycoGuo
pPa3IMUUTUX BE3AHUX OPOMEHBUBUX y Gopmymu p(T) mehHycobHO paznuyuTvM npoMeHSbUBaMa KOje ce He
jaBmajy y dopmyau ¢. Tama 3amenoM cBux jaBibama nordopmyia obmuka R(tq,...,t,) popmyie 1 oaro-
Bapajyhum popmysnama obauka x(f) mobujamo popmysy 6 jesuka L 3a Kojy Basku

TU{VZ(x(Z) < R(@)} V(W <« 0).

Iloka3 ce M3BOMM MHIYKIMjOM IO CJIOKeHOCTH mordopmyie gpopmyne . Ho, 6ynyhu na je VZ(p(Z) < x(Z))
BasbaHa Gopmyia, pedenuna VI(x(Z) <« R(Z)) je Teopema Teopuje T, ma T* V(¢ < 6).

QED



Naycrpamuje

Ila 6ucmo nokasanu Gopmyiy VZp(T) HOBOBHO je ma yBemeMo NOTIyHO HOBe MeDyoOHO pasimumre KOHCTAHTCKE
cuMbone ¢ 1 ma norakemo Gopmyiay (¢). To ce obuuno mspaskasa peumma: ’Hera cy € HOTIyHO HPOU3BOJLHU
enementu. Jloraskumo na Baxku ¢(c).”

Y moceBHOM ciyuajy, Kama mHokasyjemo y teopuju T ¢popmyiny obuuka VI(o(Z) — ¥(Z)), 0GUYHO YBOAMMO HOTILYHO
HOBe, MeDycoBHO pasnnurTe KOHCTAHTCKe crMGOOIe ¢ U HoJaTHY akcuoMy ¢(¢), na 6ucmo mokasanu Gpopmyiy ¢(c).
Tana hemo no npasuny neaykmnuje Mmohn na usBeneMo 3akmbydak na je y teopuju T nokasuso ¢(¢) — ¢(¢), omarie
HA OCHOBY NIPETXOIHOT pasMmarpama caemu na T F VZ(p(Z) — ¥(Z)). To ce obuuno mspaxasa peunma: ”Hera cy
¢ MPOU3BOJLHU eJIeMEHTHU 3a Koje Baxku ¢(¢). loraskumo na onma Basku ¥(c).”

Kana 3namo na je popmyna obauka IT¢(Z) reopema reopuje T, oHa y nMiby mOKa3a 0uio koje reopeme teopuje T
MOKEMO yBECTU MOTIIYHO HOBE KOHCTAHTCKe cuMbouie ¢ u qomaTtHy akcuomy ¢(¢). To ce oOuuHO M3pakaBa peunma:
"Bynyhu na 3zamo na mocroje T TakBu Ia Basku (), MOKEMO UX O3HAYUTU HA IPUMEDP ca ¢ TUM penoM.”
Cuamuno, kana nokasyjemo JT@(Z) — 1 y teopuju T, MOxkeMO Hajupe HPUMEHUTH IPaBUIIO HeXyKIUje Ia OGucmo
cBes IpoGieM Ha AOoKa3uBame popmyie 1 v reopuju TU{IZp(Z)} y xojoj je ITp(T) Teopema (mraBume akcuoma).
Tana npeMa OPeTXOIHOM MMAaMO IIPABO [a YBEAEMO jOII jequy akcuoMmy ¢(C) y muiby mokasuBama Gopmydse . To
he yjemno 6utu mora3z ma T U {3xTp(Z)} F ¢, ommocuo na T + ITp(Z) — . OBo ce 0OMUHO M3paskaBa peduMa:
”TIpernocraBuMo na Cy ¢ TAKBU Ia Basku () U JOKa:KuUMO .”

OBu moctymiu Ou ce CXeMATCKU MOTJIN pUKa3aTu Ha ciaenehu HAUMH.

o(c) ¢(2) ¢(2)
©(¢) ¥(e) Jzp(z) W Y
VZp(z) VI (p(z) — ¥(T)) (8 Jzp(z) — 2

Heka je ¢(Z) popmyana jesura L 3a xkojy T F 31Zp(Z). Tana jesaur MOKeMO NPOMUPUTY HOTIYHO HOBUM MeDhycobuo
Pa3IMYUTUM KOHCTAHTCKUM CUMOOIUMA ¢ U TeOpujy akCUOMOM ¢(C) U HA Taj HAUMH AePUHUCATH HOBE KOHCTAHTE
TaKoO Ja ce Te ne(UHUNUje MOTY eJVMUHNCATH U3 CBake (OPMYyJie U M3 CBAKOT HOKA3a.

IIpomupeme jesuka u Teopuje he mMmary HaBemeHe OCOOMHE W AKO je3UK MPOIMUPUMO MOTIYHO HOBUM N-aPHUM
penamujckuMm cuMmbonom R u teopujy arkcuomom VI(R(Z) < ¢(Z)), rae je ¢(Z) dpopmyna jesura L. Vicro Baxm
Uy CIydajy TPONUPUBAKA je3UKa MOTIYHO HOBUM MeDhycoGHO pasmuuuTuM n-apHUM (yHKIM]CKOM 3HAIMAMA [ 1
Teopuje axcuomoM VZp(Z, f(Z)), rae je o(Z,7) dopmyna jesuka L 3a wojy T - VZ3150(Z, ) u 3a Kojy je 3aMeHa y
HOBOYBEICHO] aKCMOMM PEryJapHA.



