
Osnovne leme predikatskog raquna

U ovom tekstu �e x̄ biti oznaka za x1, . . . , xm, ȳ za y1, . . . , yn, c̄ oznaka za c1, . . . , cm, f̄ za f1, . . . , fn, a f̄(x̄) za
f1(x̄), . . . , fn(x̄). Tako�e �e T biti teorija prvog reda jezika L.

Lema 1 (o univerzalnoj konstanti) Neka je ϕ(x̄) bilo koja formula jezika L i neka je L∗ jezik koji se od
jezika L razlikuje samo po tome xto sadr�i jox me�usobno razliqite konstantske simbole c̄ koji nisu u
jeziku L. Tada

T ` ∀x̄ϕ(x̄) akko T ` ϕ(c̄).

Dokaz: Jasno je da iz T ` ∀x̄ϕ(x̄) sledi T ` ϕ(c̄). Pretpostavimo zato da T ` ϕ(c̄). Uoqimo proizvoǉan dokaz
za ϕ(c̄) u teoriji T i izaberimo me�usobno razliqite promenǉive z1, . . . , zn koje se ne pojavǉuju nigde u
dokazu. U uoqenom dokazu zamenimo svako javǉaǌe ci sa zi. Na taj naqin dobi�emo dokaz za ϕ(z̄) u teoriji T .
Ova qiǌenica se dokazuje indukcijom po du�ini dokaza (u ovom sluqaju po rednom broju formule u uoqenom
dokazu). Produ�imo taj dokaz tako xto �emo primeniti generalizaciju na promenǉive z̄ u formuli ϕ(z̄).
Time smo dokazali reqenicu ∀z̄ϕ(z̄) u teoriji T koja je logiqki ekvivalentna sa ∀x̄ϕ(x̄) budu�i da je zamena
regularna jer je formula ϕ(c̄) dobijena zamenom samo slobodnih javǉaǌa promenǉivih x̄. QED

Lema 2 (Pravilo C) Neka je L∗ jezik koji se od jezika L razlikuje samo po tome xto sadr�i jox me�usobno
razliqite konstantske simbole c̄ koji nisu u jeziku L i neka je ϕ(x̄) formula jezika L za koju T ` ∃x̄ϕ(x̄).
Tada za teoriju T ∗ = T ∪ {ϕ(c̄)} i proizvoǉnu reqenicu ψ jezika L∗ va�i

T ` ψ akko T ∗ ` ψ.

Dokaz: Jasno je da iz T ` ψ sledi T ∗ ` ψ. Pretpostavimo zato da T ∗ ` ψ. Tada dobijamo da va�i

T ∪ {ϕ(c̄)} ` ψ,

T ` ϕ(c̄) → ψ,

T ` ∀x̄(ϕ(x̄) → ψ),

T ` ∃x̄ϕ(x̄) → ψ.

Me�utim, budu�i da po pretpostavci T ` ∃x̄ϕ(x̄), dobijamo da T ` ψ. QED

Teoreme o definicionim ekstenzijama

Teorema 1 Neka je L∗ jezik koji se od jezika L razlikuje samo po tome xto sadr�i jox i me�usobno ra-
zliqite konstantske simbole c̄ koji nisu u jeziku L i neka je ϕ(x̄) formula jezika L takva da T ` ∃x̄ϕ(x̄) i
T ∗ = T ∪ {ϕ(c̄)} teorija jezika L∗. Tada va�i:

a ) Za svaku reqenicu ψ jezika L va�i

T ` ψ akko T ∗ ` ψ.

b ) Ako jox T ` ∃1x̄ϕ(x̄), onda za svaku formulu ψ jezika L∗ postoji formula θ jezika L za koju
T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ).

Dokaz:

a ) Ovo je zapravo pravilo C.
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b ) Neka su ȳ me�usobno razliqite promenǉive koje nemaju slobodnih javǉaǌa u formuli ψ i takve da je
zamena svih slobodnih javǉaǌa promenǉive xi promenǉivom yi u formuli ϕ(x̄) regularna. Za formulu
θ mo�emo uzeti formulu ∀ȳ(ϕ(ȳ) → ψ). Po pretpostavci va�i

T ∗ ` ∀ȳ(ϕ(ȳ) ↔ y1 = c1 ∧ · · · ∧ yn = cn).

Otuda i iz definicije formule θ sledi

T ∗ ` ∀(θ ↔ ∀ȳ(y1 = c1 ∧ · · · ∧ yn = cn → ψ)).

Budu�i da se promenǉive ȳ ne javǉaju slobodno u ψ, imamo da

T ∗ ` ∀(θ ↔ (∃ȳ(y1 = c1 ∧ · · · ∧ yn = cn) → ψ)),

odakle T ∗ ` ∀(θ ↔ ψ), xto je i trebalo dokazati. QED

Teorema 2 Neka je ϕ(x̄, ȳ) formula jezika L i neka je L∗ jezik koji se razlikuje od jezika L samo po tome
xto sadr�i jox funkcijske simbole f̄ arnosti m koji su me�usobno razliqiti i koji ne pripadaju jeziku
L. Pretpostavimo da T ` ∀x̄∃ȳϕ(x̄, ȳ). Tada pod pretpostavkom da je zamena u formuli ϕ(x̄, f̄(x̄)) regularna,
za teoriju T ∗ = T ∪ {∀x̄ϕ(x̄, f̄(x̄))} va�i:

a )
T ` ψ akko T ∗ ` ψ

za ma koju reqenicu ψ jezika L.

b ) Ako jox T ` ∀x̄∃1ȳϕ(x̄, ȳ), onda za svaku formulu ψ jezika L∗ postoji formula θ jezika L tako da

T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ).

Dokaz:

a ) Ponovo �emo dokazati samo netrivijalan smer. Neka T 6` ψ. Tada postoji model M = (M, I) jezika
L u kome va�e sve aksiome teorije T kao i reqenica ¬ψ. Me�utim, budu�i da T ` ∀x̄∃ȳϕ(x̄, ȳ) i
da je M model teorije T , postoja�e model M′ = (M, I ′) jezika L∗ qija interpretacija I ′ produ�uje
interpretaciju I modela M i tako da M′ |= ∀x̄ϕ(x̄, f̄(x̄)). Budu�i da modeli M i M′ imaju isti skup
nosaq i iste interpretacije svih simbola jezika L, oni �e zadovoǉavati iste reqenice jezika L,
odakle je zajedno sa M i M′ model teorije T ∪ {¬ψ}. Ali, poxto tako�e M′ |= ∀x̄ϕ(x̄, f̄(x̄)), M′ �e
zapravo biti model teorije T ∗ ∪ {¬ψ}, pa T ∗ 6` ψ.

b ) Dokaz �emo izvesti indukcijom po broju znakova u formuli ψ. Neka je dakle ψ proizvoǉna formula
jezika L.

1. Formula ψ je oblika ¬ψ′ za neku formulu ψ′. Neka je θ′ formula jezika L za koju T ∗ ` ∀(ψ′ ↔ θ′).
Tada za formulu θ jednaku ¬θ′ va�i T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ).

2. Formula ψ je oblika ψ′ ∧ ψ′′. Neka su θ′ i θ′′ formule jezika L za koje T ∗ ` ∀(ψ′ ↔ θ′) i
T ∗ ` ∀(ψ′′ ↔ θ′′). Tada za formulu θ jednaku θ′ ∧ θ′′ va�i T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ).

3. Formula ψ je oblika ∃xψ′. Neka je θ′ formula jezika L za koju T ∗ ` ∀(ψ′ ↔ θ′). Tada za formulu θ
jednaku ∃xθ′ va�i T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ).

4. Formula ψ je oblika R(t1, . . . , tk), gde je R relacijski simbol ili jednakost, a ti proizvoǉni
termi pri qemu se iskǉuquje mogu�nost da je R jednakost i da je pritom bar jedan od termova ti
promenǉiva. Tada je formula ψ ekvivalentna formuli

∃y1 · · · ∃yk(t1 = y1 ∧ · · · ∧ tk = yk ∧R(ȳ)).

gde su ȳ me�usobno razliqite promenǉive koje se ne javǉaju u termima t̄. Neka je θi formula
jezika L za koju T ∗ ` ∀(θi ↔ ti = yi). Tada za formulu θ jednaku

∃ȳ(θ1 ∧ · · · ∧ θk ∧R(ȳ))

va�i T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ). Pritom je formula θ na jeziku L jer R kao relacijski simbol jezika L∗

pripada jeziku L. Ovde smo atomsku formulu t = y, gde je t term a y promenǉiva tretirali kao
prostiju formulu od formule t = c, kao i od formule c = t, gde je c konstantski simbol, iako
imaju isti broj znakova.
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5. Formula ψ je oblika t = z ili oblika z = t, gde je t neki term a z promenǉiva. Ako je t promenǉiva
ili konstanta, onda je formula ψ ve� na jeziku L, pa mo�emo za formulu θ uzeti bax ψ. Neka je
zato term t jednak f(t1, . . . , tk) za neke terme ti i neki funkcijski znak f . No, tada je za me�usobno
razliqite promenǉive x1, . . . , xk koje se ne pojavǉuju u termima ti i koje se razlikuju od z

` ∀(ψ ↔ ∃x̄(t1 = x1 ∧ · · · ∧ tk = xk ∧ f(x̄) = z).

Neka je θi formula jezika L takva da T ∗ ` ∀(θi ↔ ti = xi). Ako bi postojala i formula θ′ jezika L
za koju T ∗ ` ∀(f(x̄) = z ↔ θ′), onda bi za formulu θ jednaku

∃ȳ(θ1 ∧ · · · ∧ θk ∧ θ′)

va�ilo T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ), pri qemu bi formula θ bila na jeziku L. Dakle, ostaje da doka�emo da
tra�ena formula θ′ postoji.
Ako je f funkcijski znak iz jezika L, onda mo�emo staviti da je θ′ upravo formula f(x̄) = z. U
protivnom je f = fi za neko i, i tada zbog T ` ∀x̄∃1ȳϕ(x̄, ȳ) i T ∗ = T ∪ {∀x̄ϕ(x̄, f̄(x̄))} va�i

T ∗ ` ∀x̄∀z(fi(x̄) = z ↔ ∃ū(ϕ(x̄, ū) ∧ ui = z)),

gde su u1, . . . , un me�usobno razliqite promenǉive od kojih ni jedna nije jednaka sa z, i takve da
gorǌa zamena bude regularna. No, odatle neposredno sledi da za formulu θ′ mo�emo uzeti upravo
formulu ∃ū(ϕ(x̄, ū) ∧ ui = z).

QED

Teorema 3 Neka je ϕ(x̄) formula jezika L i neka je L∗ jezik koji se razlikuje od jezika L samo po tome xto
sadr�i jox relacijski simbol R arnosti n koji ne pripada jeziku L. Tada za teoriju T ∗ = T ∪ {∀x̄(ϕ(x̄) ↔ R(x̄))}
va�i:

a )
T ` ψ akko T ∗ ` ψ

za ma koju reqenicu ψ jezika L.

b ) Za svaku formulu ψ jezika L∗ postoji formula θ jezika L tako da

T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ).

Dokaz:

a ) Dokaza�emo samo netrivijalan smer. Neka T ∗ ` ψ i neka je χ(x̄) formula koja se dobija preoz-
naqavaǌem svih me�usobno razliqitih vezanih promenǉivih u formuli ϕ(x̄) me�usobno razliqitim
promenǉivama koje nemaju javǉaǌa u uoqenom dokazu za ψ. Tada se zamenom svakog pojavǉivaǌa for-
mule R(t1, . . . , tn) kao potformule neke formule u dokazu za ψ formulom χ(t̄) dobija dokaz za ψ u teoriji
T ∪ {∀x̄(ϕ(x̄) ↔ χ(x̄)}. Dokaz se izvodi indukcijom po rednom broju formule u dokazu. Me�utim, budu�i
da je formula ∀x̄(ϕ(x̄) ↔ χ(x̄)) vaǉana, dobijamo da T ` ψ.

b ) Neka je ψ proizvoǉna formula jezika L∗. Uoqimo formulu χ(x̄) koja se dobija zamenom svih me�usobno
razliqitih vezanih promenǉivih u formuli ϕ(x̄) me�usobno razliqitim promenǉivama koje se ne
javǉaju u formuli ψ. Tada zamenom svih javǉaǌa potformula oblika R(t1, . . . , tn) formule ψ odgo-
varaju�im formulama oblika χ(t̄) dobijamo formulu θ jezika L za koju va�i

T ∪ {∀x̄(χ(x̄) ↔ R(x̄))} ` ∀(ψ ↔ θ).

Dokaz se izvodi indukcijom po slo�enosti potformule formule ψ. No, budu�i da je ∀x̄(ϕ(x̄) ↔ χ(x̄))
vaǉana formula, reqenica ∀x̄(χ(x̄) ↔ R(x̄)) je teorema teorije T ∗, pa T ∗ ` ∀(ψ ↔ θ).

QED
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Ilustracije

Da bismo dokazali formulu ∀x̄ϕ(x̄) dovoǉno je da uvedemo potpuno nove me�uobno razliqite konstantske
simbole c̄ i da doka�emo formulu ϕ(c̄). To se obiqno izra�ava reqima: ”Neka su c̄ potpuno proizvoǉni
elementi. Doka�imo da va�i ϕ(c̄).”
U posebnom sluqaju, kada dokazujemo u teoriji T formulu oblika ∀x̄(ϕ(x̄) → ψ(x̄)), obiqno uvodimo potpuno
nove, me�usobno razliqite konstantske simbole c̄ i dodatnu aksiomu ϕ(c̄), da bismo dokazali formulu ψ(c̄).
Tada �emo po pravilu dedukcije mo�i da izvedemo zakǉuqak da je u teoriji T dokazivo ϕ(c̄) → ψ(c̄), odakle
na osnovu prethodnog razmatraǌa sledi da T ` ∀x̄(ϕ(x̄) → ψ(x̄)). To se obiqno izra�ava reqima: ”Neka su
c̄ proizvoǉni elementi za koje va�i ϕ(c̄). Doka�imo da onda va�i ψ(c̄).”
Kada znamo da je formula oblika ∃x̄ϕ(x̄) teorema teorije T , onda u ciǉu dokaza bilo koje teoreme teorije T
mo�emo uvesti potpuno nove konstantske simbole c̄ i dodatnu aksiomu ϕ(c̄). To se obiqno izra�ava reqima:
”Budu�i da znamo da postoje x̄ takvi da va�i ϕ(x̄), mo�emo ih oznaqiti na primer sa c̄ tim redom.”
Sliqno, kada dokazujemo ∃x̄ϕ(x̄) → ψ u teoriji T , mo�emo najpre primeniti pravilo dedukcije da bismo
sveli problem na dokazivaǌe formule ψ u teoriji T ∪{∃x̄ϕ(x̄)} u kojoj je ∃x̄ϕ(x̄) teorema (xtavixe aksioma).
Tada prema prethodnom imamo pravo da uvedemo jox jednu aksiomu ϕ(c̄) u ciǉu dokazivaǌa formule ψ. To
�e ujedno biti dokaz da T ∪ {∃x̄ϕ(x̄)} ` ψ, odnosno da T ` ∃x̄ϕ(x̄) → ψ. Ovo se obiqno izra�ava reqima:
”Pretpostavimo da su c̄ takvi da va�i ϕ(c̄) i doka�imo ψ.”

Ovi postupci bi se shematski mogli prikazati na slede�i naqin.

...
ϕ(c̄)

∀x̄ϕ(x̄)

ϕ(c̄)
...

ψ(c̄)
∀x̄(ϕ(x̄) → ψ(x̄))

∃x̄ϕ(x̄)

ϕ(c̄)
...
ψ

ψ

ϕ(c̄)
...
ψ

∃x̄ϕ(x̄) → ψ

Neka je ϕ(x̄) formula jezika L za koju T ` ∃1x̄ϕ(x̄). Tada jezik mo�emo proxiriti potpuno novim me�usobno
razliqitim konstantskim simbolima c̄ i teoriju aksiomom ϕ(c̄) i na taj naqin definisati nove konstante
tako da se te definicije mogu eliminisati iz svake formule i iz svakog dokaza.
Proxireǌe jezika i teorije �e imati navedene osobine i ako jezik proxirimo potpuno novim n-arnim
relacijskim simbolom R i teoriju aksiomom ∀x̄(R(x̄) ↔ ϕ(x̄)), gde je ϕ(x̄) formula jezika L. Isto va�i
i u sluqaju proxirivaǌa jezika potpuno novim me�usobno razliqitim n-arnim funkcijskom znacima f̄ i
teorije aksiomom ∀x̄ϕ(x̄, f̄(x̄)), gde je ϕ(x̄, ȳ) formula jezika L za koju T ` ∀x̄∃1ȳϕ(x̄, ȳ) i za koju je zamena u
novouvedenoj aksiomi regularna.
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