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81 Neki osnovni geometrijski pojmovi

1.1. Rastojanje izmedu tacaka

Neka su tacke A i B u kompleksnoj ravni odredene kompleksnim brojevima a
i b respektivno. Tada je rastojanje AB izmedu ovih tacaka dato formulom

AB =|a—b|.

Lako je proveriti da ovako odredeno rastojanje izmedu dveju tacaka ima sva
svojstva funkcije rastojanja.

1.2. Duz, poluprava, prava

Za tacku M(z) kompleksne ravni kazemo da je izmedu tacaka A i B ako je

z#a,z#bi
la—z[+|z—bl=]a—0b],

pri ¢emu koristimo oznaku A — M — C.

Skup (AB) := {M : A— M — B} nazivamo otvoreni segment ili in-
terval odreden tackama A i B. Skup [AB] := (A, B)U{A, B} je zatvoreni
interval ili segment odreden tackama A i B.

Stav 1.1. Neka su A(a) i B(b) dve razlicite tacke kompleksne ravni. Tada
su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

(a) M(2) € (AB);

(b) postoji pozitivan realan broj k tako da je z —a = k(b — z);

(¢) postoji realan brojt € (0,1) tako da je z = (1 — t)a + tb.

Dokaz: Dokazimo najpre da su tvrdenja (a) i (b) ekvivalentna. Zaista,
M (z) € (AB) onda i samo onda ako je |a — z| + |z — b| = |a — b]. Ovo je
ekvivalentno sa ¢injenicom da postoji k > 0 tako da je z —a = k(b — 2).
Da dokazemo da je (b) < (c), stavimo da je t = k/(k+ 1) € (0,1) ili
kE=t/(1—-t) > 0. Tada je z —a = k(b — z) onda i samo onda ako je
k
F= + mb, odn. z = (1 — t)a + tb, $to je i trebalo dokazati. &
Skup (AB:={M : A— M — Bili A— B — M} nazivamo otvorenom
polupravom kroz tacku B i krajnjom tackom A. Sli¢no se definise otvorena
poluprava AB).

Sledeéi stav dokazuje se slicno prethodnom.



Stav 1.2. Ako su A(a) i B(b) dve razlicite tacke, tada su sledeéa tvrdenja
ekvivalentna:

(a) M(z) € (AB;

(b) postoji pozitivan realan broj t takav da je z = (1 — t)a + tb;

(c) arg(z — a) = arg(b — a);

(c) =

—a
eR™.
b—a
Stav 1.3. Neka su A(a) i B(b) dve razli¢ite tacke. Tada su sledeéi iskazi
ekvivalentni:
(a) tacka M (z) pripada pravoj koja je odredena tackama A i B;
z—a
(b) b —a G R;
(¢) postoji realan broj t takav da je z = (1 — t)a + tb;

() b—a b—a =0

z z 1
(e) |a @ 1|=0.
b b 1

Dokaz: Da dokazemo da je (a) < (b) < (c), primetimo najpre sledeéu
jednostavnu ¢injenicu. Ako je C' tacka za koju je C' — A — B, tada pravu
odredenu tackama A i B mozemo napisati kao skup (ABU{A}UCA). Sada
ekvivalencije (a) < (b) < (c¢) neposredno slede iz Stava 1.2.

Dokazimo sada da je (b) < (d) < (e). Zaista, ocigledno je z_ Cer
—a
onda i samo onda ako je SO & S i_f ili ekviva-
b—a b—a b—a b—a
lentno, S 0, pa je (b) < (d). Stavise,
b— b—a
z z 1 z—a zZ—a O
a a 1 |=0ondaisamo onda ako je a a 1]1=0.
b b 1 b—a b—a 0

Poslednja determinanta jednaka je slede¢oj determinanti

zZ—a zZ—

b—a

ISTINSY

=0,

S

sto dokazuje da je (d) < (e). &
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1.3. Deljenje duzi u zadatom odnosu

Neka su A(a) i B(b) dve razlicite tacke. Tacka M (z) na pravoj AB deli duz
AB u odnosu k € R\ {1} ako vazi sledeca vektorska jednakost:

MA=1k-MB.

U terminima kompleksnih brojeva ovu jednakost mozemo napisati u slede¢em
obliku
a—z=k(b—2)ili z(1—k)=a—kb.

Stoga je

a—kb

1—k
kompleksan broj koji odreduje tacku M. Za k < 0 tacka M pripada seg-
mentu koji spaja tacke A i B. Ako je k € (0,1), onda je M € (AB\ [A, B],
a ako je k > 1, onda je M € AB)\ [AB]. Za k = —1 tacka M je sredina

b
duzi AB, a odredena je kompleksnim brojem zp; = a—21— .

Zz =

Primer 1.1. Neka su A(a), B(b) i C(c) tri nekolinearne tacke u ravni. Sre-

b
dina C; duzi AB je odredena kompleksnim brojem ¢; = %. Teziste G

trougla ABC deli medijanu C'Cy u odnosu 2 : 1, pa je njena kompleksna

koordinata odredena parametrom k = —2, odn.
c+2c1 a+b+e
zq = = .
1+2 3

1.4. Mera ugla

Za trougao se kaze da je orijentisan ako su njegova temena uredena na
specifican na¢in. On je pozitivno ili direktno orijentisan, ako su njegova te-
mana, oznacena u rastu¢em azbuénom redosledu, poredana u smeru suprot-
nom od kretanja kazaljki na satu. U protivnom, on je negativno orijentisan.
Razmotrimo dve razli¢ite tacke Mi(z1) i Ma(22), koje su razlicite od koor-
dinatnog pocetka. Ugao MTOT@ je pozitivno orijentisan ako su tacke
M i M>, tim redosledom, uredene suprotno od kretanja kazaljki na satu, ili
ekvivalentno, ako je trougao M;OM; pozitivno orijentisan. Drugim recima,
ugao M1OM, je pozitivno orijentisan, ako se krak OM; pri rotaciji oko
tacke O do poklapanja sa krakom OMsy kreée u smeru suprotnom od kre-
tanja kazaljki na satu, kreéuéi se pri tome preko oblasti ugla.



o P
Stav 1.4. Mera pozitivno orijentisanog ugla M1OM, jednaka je arg 2,
21

Stav 1.5. Ako su Mi(z1), Ma(z2) i M3(z3) tri razlicite tacke, onda je mera
23 — 21

pozitivno orijentisanog ugla Mmg, jednaka arg .
Z2 — 21

Dokaz: Translacijom za vektor —OM; tacke Mj(z1), Ma(z2) i M3(z3) pre-
slikavaju se u tacke O(0), M4 (z2 —21) 1 M4(z3 — 21), pri cemu je MaM; Mg =
M}OM;. No onda je prema prethodnom stavu

MIOM; = arg BT

22_21‘

1.5. Rotacija tacke

Neka je tacka M odredena kompleksnim brojem z = r(cos ¢ +isin ) i neka
je € = cosa + isina. Za kompleksan broj ze = r[cos(¢ + a) + isin(p + «)]
imamo da je |ze| = |z] i arg(ze) = argz + arge = ¢ + a. Tacka M'(ze)
ima moduo |z|, dok je argument ¢ + «, Sto znaci da je tacka M’ dobijena
rotacijom tacke M oko koordinatnog pocetka za ugao a = arge.

Stav 1.6. Ako je tacka C(c) dobijena rotacijom tacke B(b) oko tacke A(a)
za ugao «, onda je ¢ = a+ (b— a)e, gde je e = cosa + isina.

Dokaz: Translacijom za vektor —OA tacke A, B, C preslikavaju se u tacke
0(0), B'(b—a) i C'(¢c — a). Tacka C’ se dobija sada rotacijom tacke B’ oko
koordinatnog pocetka za ugao «, pa je prema prethodno re¢enom, ¢ — a =
(b—a)e,odn. c=a+ (b—a)c. &

Zadatak 1.1. Neka su ABCD i BNMK kvadrati u istoj ravni koji sem
tacke B nemaju drugih zajednickih tacaka. Ako je E srednja tacka duZi
AN, a F podnozje normale iz tacke B na pravu odredenu tackama C i K,
dokazati da su tacke E, F, B kolinearne.

ResSenje: Razmotrimo zadate kvadrate u kompleksnoj ravni ¢iji je koordi-
natni pocetak u tacki F', pri ¢emu je realna osa odredena tackama C' i K,
dok je imaginarna osa odredena tackama B i F'. Neka su ¢, k,bi, ¢, k,b € R,
kompleksni brojevi koji u posmatranoj kompleksnoj ravni odreduju tacke
C, K, B respektivno. Tacka A se dobija rotacijom tacke C' oko tacke B za
ugao 7/2, pa je ona odredena kompleksnim brojem a = ib+(c—ib)[cos(7/2)+
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isin(m/2)] = b+1i(b+ c). Sliéno se dobija kompleksan broj n = —b+1i(b—k)
koji odreduje tacku N. Srednja tacka E duzi AN odredena je kompleksnim
brojem e = (a +n)/2 = [b+ (¢ — k)/2]i, pa su tacke F, B i E oc¢igledno
kolinearne.

Zadatak 1.2. Na stranicama AB,BC,CD,DA c¢etvorougla ABC'D kon-
strutsani su kvadrati sa sredistima u tackama O1, Os, O3, Oy respektivno, koji

sa kvadratom ABCD nemaju drugih zajednickih tacaka, sem odgovarajucih
zajednickih stranica. Dokazati da je 010310504 i O103 = O204.

Resenje: Neka su ABMM', BONN',CDPP', DAQQ’ kvadrati sa sredisti-
ma u tackama O1, Os, O3, O4 respektivno. Za svaku tacku oznac¢imo odgo-
varaju¢im malim slovom kompleksan broj koji je odreduje. Tacka M se
dobija rotacijom tacke A oko tacke B za ugao /2, pa je stoga ona odredena
kompleksnim brojem m = b+ (a — b)i. Sliéno dobijamo kompleksne brojeve
koji odreduju tacke N, P,Q: n = c+(b—c)i, p = d+(c—d)i, ¢ = a+(d—a)i.

Tacke O1, Os, O3, 04 su sredine duzi AM, BN, CP, DQ respektivno, pa je
a+m a+b+(a—0b)i b+n b+c+(b—c)i

o1 = B = , 09 = B =

ctp c+d+(c—d)i _d+q_d+a+%d—a)i

2 2 P T Ty T 2 ‘

)

03 =

Kako je

03—01 c+d—a—-b+(c—d—a+b)i
04—0y a+d—b—c+(d—a—b+c)i

to je 01031 0204. Osim toga je

= —i €iR*,

03 — 01

04 — 02

pa je 0103 = 0204.

82 Uslovi za kolinearnost, ortogonalnost
i kocikli¢nost

Stav 2.1. Tacke M;(z), i € {1,2,3}, su kolinearne onda i samo onda ako

Je
23 — 21

€ R\ {0}.

22 — 21



Dokaz: Tacaka My, My, M3 bice kolinearne onda i samo onda ako je zado-
Z3 — 21

S
2 — 21

voljen uslov Mmg € {0,7}. No onda je prema Stavu 1.5. arg

23 — 21
22 — 21

{0, 7}, ili ekvivalentno, € R\ {0}, sto je i trebalo dokazati. &

Stav 2.2. Prave MiMsy ¢ MsMy su ortogonalne onda © samo onda ako je
A2 iR {0}

Z3 — %4
Dokaz: Mj M, M3M, onda i samo onda ako je A(MlMg,M3M4) € {n/2,
E {m/2,37/2}.

3mw/2}. Ovo je ekvivalentno sa ¢injenicom da je arg

Stoga je My My 1 M3sMy onda i samo onda ako j Je 6 R\ {0}. &
23 —

Stav 2.3. Tacke M;(z), i € {1,2,3,4}, pripadaju istoj kruznici (u tom
sluc¢aju kazemo da su kocikli€ne) onda i samo onda ako je

Z3 — 29 23— 24
k= : e R\ {0}.
21— R9 21— 24 \{}

Dokaz: Neka su tacke Ml, My, M3, My na kruznici zadate u tom redosledu.
Tada je M1M2M3 + M1M4M3 € {3m,m}. Stoga je

23 — 22 21— 24
arg + arg € {3m,7},
21 — 22 23 T 24
odn.
zZ3 — %9 zZ3 — %4
arg = —arg 2 € {3m, 7},
21— %2 21— %4
paje k <O0.

Za svaki drugi raspored tacaka na kruznici dokaz je slican. Cetiri tacke
mozemo na 6 razli¢itih nacina rasporediti na kruznici. U tri sluc¢aja je k > 0,
dok je u ostala tri k < 0. &

Zadatak 2.1. Tacke A(a), B(b) i C(c) su temena trougla. Ako jeu = a—b,
v =c—a, dokazati da je ZA =90° onda i samo onda ako je Re(uv) = 0.

Resenje: ZA = 90° onda i samo onda ako je — ¢ iR\ {0}, sto je ekviva-
—a

lentno —— € iR\ {0}, tj., Re<u> = 0. Poslednja jednakost ekvivalentna
—v —v

je sa Re<l|w‘2> =0, odn. sa Re(uv) = 0, §to je i trebalo dokazati. &
—|v
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Zadatak 2.2. Ako se iz ma koje tacke kruzne linije opisane oko trougla
konstruisu normale na njegove stranice, dokazati da podnozZja normala pri-
padaju istoj pravoj (Simsonova teorema,).

ResSenje: Ne umanjujuéi opstost razmatranja, mozemo pretpostaviti da je
kruznica k opisana oko trougla ABC' jedini¢nog poluprec¢nika sa sredistem
u koordinatnom pocetku. Oznagimo sa Aj, By, podnozja normala iz
proizvoljne tacke M € k na stranice BC,C A, AB trougla ABC. Ozna¢imo
malim slovima kompleksne brojeve koji odreduju tacke oznacene odgovaraju-
¢im velikim slovima. Tacke A1, By, Cy odredene su respektivno kompleksnim
brojevima

1 1 1
ay = §(m—bcm+b+c), by = §(m—acm+a+c), = i(m—abm—l—a—i-b)
i kolinearne su onda i samo onda ako je

b1 — b— m— 1
1 al_ a'cm cR.

cqt—ay c—a bm—1
Ovaj uslov ¢e biti zadovoljen onda i samo onda ako je

bi—a;  b—a

c1 — ay Cc1 — aq '
Tacke A, B,C i M pripadaju jedini¢nom krugu k, pa je aa = bb = c¢ =
mm = 1. Stoga je
ecm—1 1/b—1/a 1/em—1 b—acm—1 b —a
m—1 1/c—1/a1l/bm—1 c—abm—1 ¢ —ai’

51 —aq b—
Cc1— aq Cc—
§to je i trebalo dokazati. Prava odredena tackama A, By, (' poznata je kao
Simsonova prava.

Zadatak 2.3. Dijagonale AC i BD trapeza ABCD seku se u tacki E, a
prave odredene duzima AD i BC u tacki F. Ako je O srediste kruga opisanog
oko trapeza ABCD, dokazati

(a) da tacke A, D, O, E pripadaju istoj kruznoj liniji;

(b) da tacke A,C,O, F pripadaju istoj kruinoj liniji.

Resenje: (a) Neka je poluprecénik kruga opisanog oko trapeza ABC D osno-
vice AB jednak jedan, pri cemu se srediste nalazi u koordinatnom pocetku.



b
Kako je AB||CD, to je d—Z € R\ {0}. Ovo ée biti zadovoljeno onda i

b— b—a
samo onda ako je 7 ¢ _ y Cj. Iz ove jednakosti se lako dobija da je
—c G
ab = cd, pri ¢emu se koristi ¢injenica da je aa = bb = c¢ = dd = 1. Tacke
A, O, E, D pripadaju istoj kruznici onda i samo onda ako je 2_ : g eR,
—e

r_z : % € R. Poslednji uslov ¢e biti zadovoljen ako
a—c a a—cC

d—b'd d-3p

ili ekvivalentno, ako je

i samo ako je . Kako je

all «f

a—=c

da-b d 1/d—1/b 1/d _ aclb—d)

_1lja—1/c 1/a _bdlc—a) d _c—a b
a c

tacke A, O, E, D pripadaju istoj kruznici.
(b) Tacke A,O,C,F (e pripadati istoj kruzmici ako dokazemo da je

h—
<AOC + <AFC = arg _C 2o Kako je ab = cd, to je

c

a

b—c a_cd—ac _c(d—a) _ 4
a—d ¢ cla—d) cla—d) 7’

tacke A, O, C, F pripadaju istoj kruznici.

83 Slicnost trouglova

Stav 3.1. Trouglovi A1AsAs i B1BoBs istih orijentacija su sliéni onda i
samo onda ako je

az —a1 by —b

(1)

a3z — aj _bg—bl.

Dokaz: AA;AsAs ~ AB1ByBs onda i samo onda ako je A1A43/A1As =
BlBg/BlBg 1 A3A1A2 = BgBlBQ. OVO je ekvivalentno sa

lag —a1|  |ba —by| . as — ai by — by

= rg .
\ag—a1| ‘bg—b1| az — aj bg—bl
Poslednje dve jednakosti okvivalentne su sa uslovom

as — aq b2—b1

a3 — aj _b3—b1’
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§to je i trebalo dokazati,. &
Uslov (1) u prethodnom stavu ekvivalentan je uslovu da je

1 1 1
(1/) ar az az |=0.
by b2 b3

Lako je proveriti da za trouglove A;(0), Aa(1), A3(2i) i B1(0), Ba(—i),
Bs(—2) ovaj uslov nije zadovoljen mada su oni oc¢igledno sli¢ni. Ovi trou-
glovi, medutim, nisu istih orijentacija. Za trouglove suprotnih orijentacija
vazi sledeéi stav.

Stav 3.2. Trouglovi A1 AsAs i B1 BsBs suprotnih orijentacije su sliéni onda
1 samo onda ako je

as — ap 52 — Bl
(2) =

az — aj 63—51'

Dokaz: Preslikajmo tacke B;(b;) simetricno u odnosu na z-osu u tacke
B'(b;), ¢ € {1,2,3}. Trouglovi B1B2Bs i B{B5B5 su sliéni, ali imaju
suprotne orijentacije. Stoga su trouglovi A;AsAs i BB B4 sliéni i imaju

iste orijentacije pa stoga prema prethodnom stavu vazi (2). &

Zadatak 3.1. Na stranicama AB, BC,CA trougla ABC konstruisani su
sliéni trouglovi ADB, BEC, C'F A istih orijentacija, koji sa trouglom ABC,
sem stranica AB, BC,CA, nemaju drugih zajednickih tacaka. Dokazati da
trouglovi ABC' i DEF imaju isto teZiste.

Resenje: Trouglovi ADB, BEC,CF A su sli¢ni i imaju iste orijentacije, pa
prema Stavu 3.1. vazi sledeta jednakost

d—a e—b f—c

— = =\.
b—a c—b a—c

Stogajed=a+ (b—a)X\,e=b+ (c—b)A, f=c+ (a—c)\, paje

d+e+f a+b+c
3 -3

sto dokazuje da trouglovi ABC i DEF, na osnovu Primera 1.1., imaju za-
jednicko teziste.
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Zadatak 3.2. Sa iste strane duzi PQ konstruisani su slicni trouglovi K PQ,
QLP i+ PQM, pri cemu je ZQPM = /PQL = o, ZPQM = Z/KPQ = 33,
/PQK = /ZLPQ =v ia < f <~. Dokazati da je trougao KLM slican sa
prva tri trougla.

ReSenje: Oznacimo sa p,q, k,l, m kompleksne brojeve koji tim redosle-
dom odreduju tacke P ,Q , K, L, M kompleksne ravni. Iz sli¢nosti trouglova

k— _

KPQ, QLP i PQM imamo sledeé¢u dvostruku jednakost: L (ZJJ =
pP—q -p

PZM _ )\, Kako je

qg—m

k-—g)+(@-p)+p-—m) k-m _
p-—9)+U-p)+(qg-—m) 1-m

trougao K LM je slican sa ostala tri trougla, pri ¢emu su svi trouglovi iste
orijentacije.

84 Jednakostranic¢an trougao

Stav 4.1. Ako su temena Ay, As, As trougla A1AsAs odredena su komplek-
smim brojevima z1, 29, z3 respektivno, tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:
(a) A1 A3 A3 je jednakostranic¢an trougao;
(b) |21 — 22| = |22 — 23] = |23 — 21;

(¢) 21 + 25 + 25 = z120 + 2023 + 2321
-2 23— 2

(d) =

zZ3 — 21 21—22’
1

1
(e) + + =0, gdejez:w;
z2—21 Z—2Zo Z—23 3
2 2 . 2T .. 2w

(f) (z1 + €22 + °23) (21 + €°22 + €23) = 0, gde je € = cos — +zs1n?;

1 1 1
(9)| 21 22 =z3 |=0.

Z2 Z3 Z1

Dokaz: Trougao AjAsAs je jednakostrani¢an onda i samo onda ako je iste
orijentacije i slican sa trouglom AsA3A;, odn. ako je

1 1 1
Z1 k9 Z3 | = 0,
Z2 z3 21
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odakle sledi da je (a) < (g).

Kako je
1 1 1
0 = Z1 29 Z3 =
zZ9 23 21

= 21204 2073 + 2321 — (2] + 25 + 23) =
= —(2’1 + 20 + 822’3)(21 + 5222 + 82’3) R

to je (g9) < (¢) < (f). Jednostavnim algebarskim transformacijama se
dokazuje da je (d) < (c). Ekvivalentnost iskaza (a) i (b) ocigledna. Citaocu
prpustamo da sam dokaze ekvivalentnost iskaza (a) i (e). &

Stav 4.2. Ako su Ai(ay), Az(az) i As(as) temena pozitivno orijentisanog
trougla A1 AsAs, dokazati da su sledeca tvrdenja ekvivalentna:
(a) A1A3As je jednakostranican trougao;
. T .. T
(b) z3 — 21 = e(z2 — 21), gde je e = cos = + isin 37

)
(c) zo — z1 = €(z3 — 21), gde je e = cosér + isin b73;

(d) z1 + €29 + 223 = 0.

Dokaz: Trougao AiAsAs je jednakostrani¢an i pozitivno orijentisan onda
i samo onda ako je teme As dobijeno rotacijom temena As oko temena A;
za ugao /3, tj. ako je, na osnovu Stava 1.6., zadovoljen uslov (b). Dakle je
(a) < (b). Na slican nacin zaklju¢ujemo da je (a) < (¢). Da dokazemo da
je (b) & (d), dokazimo da je (b) ekvivalentno sa

(M) 25 = 21 + <;+i\g§>(zQ—z1) - <;—i\§>zl+ (;4—2?)22

Zaista,
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Zadatak 4.1. Neka su temena trougla A1AsAs odredena kompleksnim bro-
jevima z1,z2,23 € C\ {0}. Ako je 23 = 2923 i 23 = 2923, dokazati da je
trougao A1 AsAs jednakostranican.

Resenje: Mnozenjem jednakosti 27 = 2923 i 25 = 2923 dobijamo jednakost
2222 = zlzgzg iz koje sledi da je z§ = z122. Stoga je

2 2 2
zZ1 + 25 + 23 = 2129 + 2023 + 2321,

pa je trougao A1 AsAs jednakostranican prema Stavu 4.1.

Zadatak 4.2. Neka su z1, zo, z3 kompleksni brojevi jednakih modula. Do-
kazati da oni odreduju temena jednakostranicnog trougla ako i samo ako je
21+ 20+ 23 = 0. Kakav je geometrijski smisao brojeva z122, 2023, 2321 4 tom
slucaju?

Neka je |z1| = |22| = |23| = 7 > 0. Pretpostavimo najpre da kompleksni
brojevi z1, 22, z3 tim redosledom odreduju temena Ap, Ao, A3 jednakostra-
ni¢nog trougla A; AsAs. Neka je w = —1/2 +1iv/3/2. Kako je |w| = 1, a
arg(w) = 27/3, to je 20 = 21w, 23 = 20w = W2, pa je 21 + 22 + 23 =
z1(1 4w+ w?) =0.

Da dokazemo obrat, pretpostavimo da za kompleksne brojeve vazi relacija
z1 + 29 + z3 = 0. Tada je

|21 — 222 = (21 — 22)(Z1 — Z2) = 2121 — 21%2 — 2271 + 2272 =
= 47“2 — 2121 — %122 — 2221 — 2929 = 4’!‘2 — (Zl + 22)(21 -+ 52) =
=4r? — |2 + 20]? = 4r? — |23]? = 32,

pa je |21 — 22| = 7v/3. Analogno se dokazuje da je |22 — 23] = |23 — 21| = V3.

Kako je |z120 — 2223] = |22||z3 — 21| = 72V/3, |2223 — z321| = |23]|21 —
29| = 12V3 i |z321 — 2120| = |21||22 — 23] = 2V/3, to i kompleksni brojevi
2122, 2223, 2321 pretstavljaju temena jednakostrani¢nog trougla sa sredistem
u koordinatnom pocetku. Primetimo da vazi i obrat. Dokaz ove ¢injenice
prepustamo citaocu.

Zadatak 4.3. Nad stranicama trougla ABC konstruisani su pozitivno ori-
jentisani jednakostranicni trouglovi AC'B, BA'C,CB’A tako da se nalaze
u spoljasnosti trougla ABC. Dokazati da su teZista ovih trouglova temena
jednakostranicnog trougla (Napoleonov problem,).
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ResSenje: Neka su temena trougla ABC' odredena kompleksnim brojevima
a,b,c. Ako su tacke A’, B’, C' odredene kompleksnim brojevima a’, b, ¢,
tada je na osnovu Stava 4.2.

a+de+be?=0, b+de+ce?=0, c+betac®=0.

Tezista trouglova A’BC, AB'C i ABC' odredena su prema Primeru 1.1.
kompleksnim brojevima

1 1 1
a"=§(a’+b+c), b"=§(a+b’+c), c":§(a—|—b—|—c')

respektivno. Dokazimo da je ¢’ + a’e + b"e? = 0. Zaista,

3(c" +a"e +V"e?) = (a+b+ )+ (d +b+c)e + (a+V +c)e? =
=(b+adec+ce®)+ (c+be+ae®)+ (a+ e +be?) =0,

pa tezista trouglova A’ BC, AB'C' i ABC' odreduju temena jednakostrani¢nog
trougla prema Stavu 4.2.

Zadatak 4.4. Nad stranicama trougla ABC konstruisani su pravilni n-tou-
gaonici, tako da sa unutrasnjoscéu trougla nemaju zajednickih tacaka. Odre-
diti sve vrednosti prirodnog broja n za koje su centri n-tougaonika temena
jednakostraniénog trougla.

(Balkan Mathematical Olympiad 1990-Shortlist)

ResSenje: Oznacimo sa Ag, By, Cy, centre n-tougaonika koji su konstru-
isani nad stranicama BC,CA i AB respektivno. Malim slovima ozna¢imo

kompleksne brojeve koji odreduju tacke kompleksne ravni oznacene odgo-

.. o . . 20 . 2w .
varajuéim velikim slovima. Neka je € = cos — + ¢sin —. Kako su uglovi
n n

@,m,mjednaki 27 /n, to je
(%) a=co+ (b—co)e, b=ap+ (c—ap)e, c=by+ (a—by)e.

Trougao AgByCp biée jednakostrani¢an onda i samo ako je ad + b3 + c3 =
apbo+boco+coap. Ako u ovoj jednakosti zamenimo ag, by, g iz (*), dobi¢emo
jednakost

(b—ce)*+(c—ae)*+(a—be)? = (b—ce)(c—ae)+(c—ae)(a—be)+(a—be)(c—ac) ,
koja je ekvivalentna sa jednakoséu

(I+e+e)(@a—b0)2+(b—-c)+(c—a)?=0.
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Iz ove jednakosti sledi jednakost 1 + ¢ + 2 = 0, koja je ekvivalentna sa

slede¢om jednakoséu e(1 + 2Re(e)) = 0. Stoga je 1 + 2Ree = 0, pa je

2 1 2 2
cos =X — _>. No onda je Rl —W, pa je n = 3, i to je jedina vrednost

broja n za koju tacke Ay, By, Cy ¢ine temena jednakostrani¢nog trougla.

85 Realan proizvod dva kompleksna broja

Skalarni proizvod vektora nam je poznat iz analiticke geometrije. U radu
sa kompleksnim brojevima skalarnom proizvodu vektora odgovara pojam
realnog proizvoda kompleksnih brojeva koji ne pretstavlja nista drugo do
skalarni proizvod vektora koji su odredeni kompleksnim brojevima koji se
mnoze.

Definicija 5.1. Realan proizvod kompleksnih brojeva a i b, u oznaci a - b,
je realan broj odreden kao

1 _

Neka su A i B tacke odredene kompleksnim brojevima a = |a|(cos ¢ +
ising) i b= |b|(cost +isin). Lako je proveriti da je a - b = |a||b| cos(¢ —
Y) = |Oj] \A—B) | cos AOB. Realan proizvod ima svojstva iskazana u sledeé¢em
stavu:

Stav 5.1. Neka su a,b,c proizvoljni kompleksni brojevi. Realan proizvod
dva kompleksna broja ima sledeéa svojstva:

(a) a-a=laf*;

(b)a-b=">-a;

(c)a-b=a-b;

(d) (ca) -b=a(a-b) =a-(ab) za svako o € R;

(e)a-(b+c)=a-b+a-c;

(f) (az) - (bz) = |2[*(a - b);

(9) a-b =0 onda i samo onda ako je OALOB, gde su A i B tacke
kompleksne ravni odredene kompleksnim brojevima a i b.

Napomena: Veé smo videli da realan proizvod kompleksnih brojeva a i
b pretstavlja skalarni proizvod vektora OAiOB. Medutim, realan proizvod
kompleksnih brojeva ima jos jedan veoma interesantan geometrijski smisao.
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Naime, realan proizvod kompleksnih brojeva a i b jednak je potenciji koor-

dinatnog pocetka O kompleksne ravni u odnosu na krug ¢iji je preénik AB,

gde su A i B tacke kompleksne ravni odredene kompleksnim brojevima a i

b
b. Zaista, kako je sredina M duzi AB odredena kompleksnim brojem %,

potencija tacke O u odnosu na krug sa sredistem u tacki M i polupre¢nikom
1 1
r= iAB = §|a — b| jednaka je

+b2 a—>bl?
oM? — 2 = |2 — =
" 2 2 -
_la+b)@+d) (o—b)@a-b ab+ab_
- 4 4 2 ’

Stav 5.2. Neka su Tacke A, B,C, D tacke kompleksne ravni odredene kom-
pleksnim brojevima a,b, c,d. Tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

(a) ABLCD;
(b) %b—a)-(c—d)zO;
(¢) —— € iR\ {0}

(d) Re<z:i> —0.

Dokaz: (a) < (b) Uocimo tacke M (b —a) i N(d — ¢). Tada su OABM i
ODCN paralelogrami kod kojih ¢e biti OM LON onda i samo onda ako je
AB1CD, odn. onda i samo onda ako jem-n=(b—a)-(d—c)=0.

Ekvivalencije (b) < (¢) < (d) neposredno slede iz definicije realnog
prizvoda kompleksnih brojeva. &

Stav 5.3. Srediste kruznice opisane oko trougla ABC nalazi se u koordi-
natnom pocetku kompleksne ravni. Ako su temena A, B,C trougla ABC
odredena kompleksnim brojevima a,b,c respektivno, tada je ortocentar H
tog trougla odreden kompleksnim brojem h =a+ b+ c.

Dokaz: Neka su A, B, C’ podnozja normala konstruisanih iz temena A, B,
C'na naspramne stranice. Tacka Z(z) ée pripadati pravoj odredenoj tackama
A1 A’ onda i samo onda ako je ZA1BC, odn. ako je (z —a)-(b—c¢) = 0.
Na slican nacin zakljuéujemo da je (z—b)-(c—a) =01i(z—¢)-(a—0b) = 0.
Stav ¢e biti dokazan ako pokazemo da tacka odredena kompleksnim bro-
jem h = a + b+ c pripada pravama AA’, BB’ i CC’. Ona pripada pravoj
odredenoj tackama A i A’. Zaista, kako je (h—a)-(b—c) = (b+c¢)-(b—c) =
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b-b—c-c=1b]*>—|c|?> = 0. Sliéno se dokazuje da tacka M odredena kom-
pleksnim brojem h pripada pravama BB’ i CC’, sto je i trebalo dokazati.
)

Napomena: Ako su temena A, B, C trougla ABC, srediste O kruznice
opisane oko trougla ABC' odredeni kompleksnim brojevima a, b, ¢, 0, onda
je ortocentar H tog trougla odreden kompleksnim brojem h = a+ b+ c¢— 2o0.

Zaista, neka je A’ tacka na kruznici opisanoj oko trougla ABC' dijame-
tralno suprotna tacki A. Tada je ¢etvorougao HBA'C paralelogram. Ako
je {M} = HA’n BC, onda je

_b4+c h+d h+20-a
22 2

m ,pajeh=a+b+c—20.

Zadatak 5.1. Neka je ABCD konveksan cetvorougao. Dokazati da je
(1) AB? + CD? = AD? + BC?
onda i samo onda ako je ACLBD.

Resenje: Na osnovu svojstava realnog proizvod kompleksnih brojeva jed-
nakost (1) ¢e vaziti onda i samo onda ako je

b—a)-(b—a)+(d—c)-(d—c)=(c—=Db)-(c=b)+(a—d)-(a—4d).
Ova jednakost ekvivalentna je sa slede¢om
a-b+c-d=b-c+d-a,

a ova sa jednakoséu
(c—a)-(d—b) =0,

koja je prema Stavu 5.1. ekvivalentna sa AC 1 BD. &

Zadatak 5.2. Neka su M, N, P,Q, R, S sredine stranica AB, BC,CD,DE,
EF, FA sestougla ABCDEF. Dokazati da je

(2) RN? = MQ? + PS?

onda i samo onda ako je MQ1LPS.
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Resenje: Neka su temena Sestougla odredena kompleksnim brojevima a, b, ¢,
d,e, f. Tada su tacke M, N, P,Q, R, S odredene slede¢im kompleksnim bro-
jevima

a+b _b+ec c+d ~ d+e e+ f f+a
2 7n_ 2 7p_ 2 7q_ 2 ’74_ 2 ’ 2

respektivno. Jednakost (2) ¢e vaziti onda i samo onda ako je

(e+f—b—c)-(e+f—b—c)=(d+e—a—b)-(d+e—a—b)+
+(f+a—c—d)-(f+a—c—4d).

Ova jednakost ekvivalentna je sa jednakoséu
(d+e—a—-0b)-(f+a—c—d)=0,

a ova prema Stavu 5.1. sa ¢injenicom da je MQLPS.

Zadatak 5.3. Neka je A1As... A, pravilan poligon upisan u kruinicu sa
centrom u koordinatnom pocetku kompleksne ravni i poluprecnikom R. Do-
kazati da za proizvoljnu tacku M u kompleksnoj ravni vazi sledeca jednakost:

> MA} =n(OM’ + R?).
k=1

Resenje: Ne umanjujuéi opsStost razmatranja, mozemo pretpostaviti da su
temena Ay zadatog poligona odredena kompleksnim brojevima Reg, gde su
e n-ti koreni iz jedinice, k = 1,n. Ako je tacka M odredena kompleksnim
brojem m, onda je

n

> MA; =) (m—Rep)-(m— Rey) =
k=1

k=1
:Z(m~m—2R€k~m+R2€k'£k) =

k:1 n n
=n|m|? — 2R<Z€k> “m+ R2Z lex|? =

k=1 k=1
=n-OM? +nR?> =n(OM? + R?),

n
jer je Zsk = 0.
k=1

Napomena: Ako je tacka M na kruznici opisanoj oko poligona, onda

n
je > MAZ =2nR.
k=1
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Zadatak 5.4. Neka je O srediste kruga koji je opisan oko trougla ABC,

neka je D srednja tacka duzi AB i neka je E teZiste trougla ACD. Dokazati

da su duzi CD i OF normalne onda i samo onda ako je AB = AC.
(Balkan Mathematical Olympiad, 1985)

Resenje: Neka je trougao ABC u kompleksnoj ravni ¢iji se koordinatni

pocetak nalazi u tacki O i neka su a, b, c kompleksni brojevi koji odreduju

temana trougla ABC.Tada su

a+b at+c+d 3a+b+2c

d=——>» ¢ 3 6

kompleksni brojevi koji odreduju tacke D i E respektivno. Neka je R
polupre¢nik kruga koji je opisan oko trougla ABC. Duz C'D ¢e biti upravna
na duz OF onda i samo onda ako je realan proizvod kompleksnih brojeva e
i d— cjednak nuli: e- (d—c¢) = 0. Ova jednakost ¢e biti zadovoljena onda i
samo onda ako je (a+b—2c)-(3a+b+2c) = 0. Kako je a-a = b-b = c-c = R?,
poslednja jednakost ekvivalentna je sa jednako$¢u a-b = a-c. S druge strane
je AB = AC onda i samo onda ako je |b — a|?> = |c — a|?, odnosno ako je
(b—a)-(b—a)=(c—a)-(c—a), sto je ponovo ekvivalentno sa a-b=a-c.
Stoga je CD LOF onda i samo onda ako je AB = AC.

§6 Kompleksan proizvod dva kompleksna broja

Vektorski proizvod vektora ima vaznu ulogu u vektorskoj algebri zbog razno-
vrsnih primena u razli¢itim oblastima matematike. Kompleksan proizvod
dva kompleksna broja je analogon tom proizvodu.

Definicija 6.1. Kompleksan broj
1 _
a X b:= —(ab— ab)
2
nazivamo kompleksnim proizvodom kompleksnih brojeva a i b.
Neka su A i B tacke odredene kompleksnim brojevima a = |a|(cos ¢ +
isiny) ib = |b|(cos® +isine). Lako je proveriti da je |a x b| = |a||b] sin(¢ —

Y) = ]OjHA—B) | sin AOB = 2P40p- Realan proizvod ima svojstva iskazana
u sledeéem stavu:
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Stav 6.1. Neka su a,b, c kompleksni brojevi. Tada kompleksan proizvod dva
kompleksna broja ima sledeca svojstva:

(a) a x b= —axb;

(b) a x b =0 onda i samo onda ako je a = 0 ili je b = 0 ili je a = \b,
gde je X € R\ {0};

(c)axb=—bxa;

(d) a(a x b) = (aa) x b=a x (ab) za svako o € R;

(e)ax(b+c)=axb+axc

(f) Ako su A(a) i B(b) dve razlicite tacke razlicite od O(0), tada je
a x b=0 onda i samo onda ako su O, A, B kolinearne tacke.

Napomena: (a) Neka su A(a) i B(b) dve razli¢ite tacke u kompleksnoj
ravni razli¢ite od koordinatnog pocetka. Kompleksan proizvod brojeva a i b
ima sledeéi geometrijski smisao:

2iPsop, ako je trougao OAB pozitivno orijentisan
axb= . . . .
—2iPsop, ako je trougao OAB negativno orijentisan .

Zaista, ako je trougao OAB pozitivno orijentisan, onda je

2iPoap =i-OA- OB -sin(AOB) =

. . b . b a
:2\a|~]b|-sm<arga> :z'|a]'|b|-fm<a> .||b||:

b b

1 1 _
25’0,‘2 (a—a) :§(ab—ab):axb

U protivnom, trougao OB A je pozitivno orijentisan, pa je
2i'POBA:b><a:—a><b.

(b) Neka su A(a), B(b) i C(c) tri razlicite tacke u kompleksnoj ravni.
Tada je

1
i(axb+bxc+cxa),

i
(3) p _} ako je ABC pozitivno orijentisan,
ABC = 1
—?(ax b+bxc+exa),

i

ako je ABC negativno orijentisan .

Jednostavnim transformacijama se dobija i slede¢a formula za povrsinu tro-
ugla:

1 _
Papc = ifm(ab + bc + ¢a) ,
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ako je pozitivno orijentisan.

Da pokazemo formulu (3), izvrsimo translaciju trougla ABC' za vektor
~0C. Trougao ABC' se ovom translacijom preslikava u trougao A’B'O’
¢ija su temena odredena kompleksnim brojevima a — ¢, b — ¢, 0 respektivno.
Trouglovi ABC i A’B'O’ su podudarni i istih orijentacija. Ako je trougao
ABC pozitivne orijentacije, tada je

1 1
Papc = Porap = 5(@—6) X (b—c)= ?(a Xb+bxc+exa),
i i
sto je i trebalo dokazati. Sli¢no se dokazuje i druga formula u (3).

Stav 6.2. Neka su A(a), B(b) i C(c) tri razlicite tacke u kompleksnoj ravni.
Tada su sledec¢a tvrdenja ekvivalentna:

(a) Tacke A, B,C su kolinearne;

(b) (b—a) x (c—a)=0;

(c)axb+bxc+ecxa=0.

Dokaz: Tacke A, B,C su kolinearne onda i samo onda ako je Papc = 0,
tj. ako je a x b+ b x ¢+ ¢ x a = 0. Poslednja jednakost ekvivalentna je sa
jednakoséu (b —a) x (c—a) =0. &

Stav 6.3. Neka su A(a), B(b), C(c) i D(d) éetiri tacke od kojih nikoje tri
nisu kolinearne. Tada je AB||C'D onda i samo onda ako je (b—a)x (d—c) =
0.

Dokaz: Neka su M(m) i N(n) tacke izabrane tako da su OABM i OCDN
paralelogrami. Tada jem =b—ain=d—c Duzi AB i CD su paralelne
onda i samo onda ako su takve duzi OM i ON, odn. ako su tacke O, A, B
kolinearne, §to je ekvivalentno uslovu daje0 =mxn= (b—a) x(d—c). &

Zadatak 6.1. Na stranicama AB i AC trougla ABC' izabrane su tacke D
i E respektivno tako da je AD/JAB = AE/AC = 3/4. Neka je E' tacke na
pravoj odredenoj tackama B 1 E sa one strane tacke E sa koje nije tacka
B tako da je EE' = 3BE, a D' neka je tacka na pravoj odredenoj tackama
C i D sa one strane tacke D sa koje nije tacka C tako da je DD’ = 3CD.
Dokazati:

(a) da su tacke D', A, E' kolinearne;

(b) da je AD' = AFE'.
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ResSenje: Tacke D, E,D’,E’ odredene su kompleksnim brojevima d =

b
“+43 e M e 3b—a+3c—3bid —Add—3c—a+3b—3c

4
respektivno.
(a) Kako je

(a—d) x (e —d)=(3c—3b) x (6c—6b) =18(c—b) x (c—b) =0,

to su prema Stavu 6.2. tacke D', A i E’ kolinearne.
(b) Kako je
AD'
D'E'
to je tacka A sredina duzi D'E’.

Zadatak 6.2. Neka je ABCDE konveksan petougao, a M,N,P,Q,X,Y
sredine duzi BC,CD,DE, EA, M P, NQ respektivno. Dokazati da je XY ||AB.

Resenje: Neka su temena A, B,C, D, E zadatog petougla odredena kom-
pleksnim brojevima a, b, ¢, d, e respektivno. Tada su tacke M, N, P,Q, X,Y
odredene kompleksnim brojevima

b+c c+d d+e et+a

m = ) n= ) p = 9 q = 9y
2 2 2 2
b+c+d+e ct+d+e+a
=y Y=

respektivno, pa je kompleksan proizvod vektoray —xib—a

(v—2) % (b—a) = —(b—a) x (b—a) =0,

sto dokazuje da XY||AB.

Zadatak 6.3. Ako su temena pozitivno orijentisanog konveksnog poligona
A1 A, ... A, odredena kompleksnim brojevima aq,as, ..., a,, dokazati da je

1 - _ _
PA1A2-~~An = ifm(alag + agas + ...+ anal) .

Resenje: Neka je M (m) proizvoljna tacka u unutrasnjosti poligona A; A, . ..
Ay, pri ¢emu je A,11 = A;. Tada je

n n
1 _ . -
Pai sy, = § Prragap,, = 3 E Im(may, + araky1 + agam) =
k=1 k=1
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1, _ 1
5 (2:1 akakH) 3 kz_: (may + agrim) =
1 o 1
25 <Zakak+1>+ —Im mZak+mZak>:
=1
1
= 9 AfQf41 ,
k=1

jer je Im(ma + ma) = 0 za svaka dva kompleksna broja m i a.

Napomena: Iz prethodne formule neposredno sledi da su tacke A;(aq),
As(ag),...,An(ay,) kolinearne onda i samo onda ako je

Im(atas +azaz + ... +ana1) =0.

Zadatak 6.4. Neka je A1As...A,, n =5, konveksan poligon. Ako su By
sredine stranica ApAgy1 poligona, k = 1,2,...,n, Ap+1 = A1, dokazati da

je Pp\B,..B, = PAlAg Ay -

ResSenje: Neka su temena Ay poligona A1 A, ... A, odredena kompleksnim
brojevima aj. Tada su temena By poligona B1 B> ... B, odredena komplek-
snim brojevima by = (ay+axy1)/2, k = 1,n. Pri tome je poligon B1Bs ... B,
konveksan i iste orijentacije kao i poligon A1As...A,. Na osnovu Zadatka
6.3. imamo da je

PpB,..B, =

m( Z bkbk—o—l) =
k=1
> (@ + @) (arp + ak+2> =

Il
= O] DN =
’S\c ~
N

kﬁl
= Im(Zakak+1>+
k=1
1/ < 1 -
+3 (Zak+1ak+2> + 8Im<zakakz+2> =
k=1 k=1
1 1 &
= §PA1A2...An + gfm (; akak+2> =

n

1 1 -
= §PA1A2...An + g kzl Im(akak+2) =
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1 1 — —
= 5P A+ g > OAL - OApynsin ALO Ao >

2 k=1
1
> §PA1A2...An ;

pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da je sin AyO Ao > 0 za svako k.



