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1 Uvod

Ovg udZbenik nastao je tokom predavanja prvim generacijama studenata studijskog
programa Elektrotehnika i racunarstvo na Tehnickom fakultetu Univerziteta Singidunum,
prvom privathom akreditovanom studijskom programu iz oblasti elektrotehnike u Srhiji.
Predavanja su bila bazirana na skriptama profesora Miodraga Popovi¢a (Osnovi elektronike za
studente Odseka za softversko inzenjerstvo, na Elektrotehnickom fakultetu Univerziteta u
Beogradu). Ovaj udzbenik ve¢im delom tematski i sadrzajno prati udzbenik profesora
Miodraga Popovica.

Cilj predmeta jeste sticanje osnovnih znanja iz elektrotehnike, koja se kasnije koriste za
savladavanje gradiva iz oblasti analogne i digitalne elektronike, elektricnih merenja i
racunarske elektronike. Ishod predmeta treba da obezbedi sticanje teorijskih i prakti¢nih znanja
o €elektrostatickim i elektro-magnetnim pojavama, analognim elektronskim komponentama,
sposobnost reSavanja osnovnih pasivnih i aktivnih analognih elektri¢nih kola sa jednosmernom
i haizmeni¢nim strujama, teorijske osnove osnovnih mernih kola i njihova prakti¢na primena
kao i poznavanje osnovnih ra¢unarskih komponenti.

Tradicionalno, za uspedno savladavanje gradiva iz oblasti elektrotehnike, potrebno je
odli¢no znanje iz matematike, pre svega rad sa integralima, sistemima linearnih jednagina,
kompleksnim brojevima i diferencijalnim jednacinama. Danas postoje brojni matematicki
softverski alati, kao &to su MATLAB i Mathematica, koje studenti i inzenjeri elektrotehnike i
ratunarstva mogu da koriste za reSavanje sozenih matemati¢kih problema. Umesto da se
studenti iscrpljuju na sticanju rutina u reSavanju matematic¢kih problema, u ovom kursu se
prezentuju osnovne teorije elektrotehnike, a studentima se objaSnjava kako da to znanje
iskoriste u postavci problema sa kojima mogu da se sretnu u praksi. Ngjveci broj studenata se
opredeljuje zaizbornu opciju Softversko inZenjerstvo gde se specijalizuju zaizradu softverskih
reSenja. Neophodno je da se &to pre dobiju osnovna znanja iz elektrotehnike kako bi se ve¢ od
prve godine studenti viSe posvetili osnovnim tehnikama programiranja. lako se tradicionalna
usmerenja kao $to su elektronika, telekomunikacije, energetika i automatika zasnivaju na
hardverskim reSenjima i komponentistici, potrebe kompanija koje zapoSljavgju inZenjere
elektrotehnike i racunarstva su pre svega u oblasti programabilnog hardvera i primene
racunara. Stogajei izborna opcija Racunarskatehnikai elektronika koncipirana na poznavanju
programabilnih analognih i digitalnih elektricnih kola i sistemskom pristupu. 1zborna opcija
Elektronske komunikacije obuhvatgju tradicionalne telekomunikacije u kombinaciji sa
ratunarskom tehnikom i specificnim uslovima u kojima rade mobilni uredgji. Izborna opcija
Energetska efikasnost treba da obezbedi osnovna znanja za upravljanje elektro-energetskim
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sistemima. U osnovi svih izbornih opcija jeste poznavanje specifi¢nog hardvera i tehnika
programiranja, tako da se ova znanja sticu kroz obavezne predmete, a posebna specificna
znanja kroz izborne predmete. Obim gradiva koje studenti treba da osvoje kroz obavezne i
izborne predmete treba da se savladgju za cetiri godine. Stoga je i kurs Elektrotehnike
prilagoden kao bazican za uspedno ovladavanjem znanjima neophodnim za kompetencije
inZenjera elektrotehnike i racunarstva. Studenti se upuc¢uju da koriste srodnu literaturu koja se
koristi na Elektrotehnickom fakultetu Univerziteta u Beogradu i drugim tehni¢kim fakultetima
(kao &to je Masinski fakultet Univerziteta u Beogradu). Savremeni pristup izucavanju
elektrotehnike moze se nati u Electrical Engineering - Principles and Applications, peto
izdanje, autora Allan R. Hambley, Department of Electrica and Computer Engineering,
Michigan Technological University, Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, New Jersey,
2011. Od literature na srpskom jeziku preporucuje se udzbenik profesora Miodraga Popovica,
Osnovi elektronike za studente Odseka za softversko inZenjerstvo, na Elektrotehni¢ckom
fakultetu Univerziteta u Beogradu, 2006. Studenti koji Zele da detaljnije izucavaju teoriju
elektrotehnike mogu da koriste udzbenik profesora Dragana Kandica, Elektrotehnika, MaSinski
fakultet, Beograd, 2008 i Elektrotehnika, skripta, 2013. Odli¢an pregled osnovnih elektronskih
komponenti i sistema moZe se na¢i u udZbeniku profesora Spasoja TeSi¢a i profesora Dragana
Vasiljevi¢a, Osnovi elektronike, Beograd, 2009. Naprednim studentima se preporucuje da
koriste udzbenike profesora Antonija Dordevi¢a, Osnovi elektrotehnike, koji su Stampani u
Cetiri posebne celine Elektrostatika, Stalne struje, Elektromagnetizam i Kola promenljivih
struja.

Ovaj udzbenik je koncipiran tako da mogu da ga koriste i oni koji Zele da se upoznaju
detaljnije sa elektrotehnikom a nemaju visok nivo matematickog znanja. Elektronika je
prisutna u svim sferama danadnjeg Zivota i razvoj novih uredgja i sistema nije mogué¢ bez
poznavanja osnovnih principa elektrotehnike. Kako su savremeni tehnolodki problemi veoma
kompleksni i njihovo reSavanje zahteva timski rad stru¢njaka iz raznih oblasti, a koje ne moze
da ima jedan ¢lan tima, potrebni su timovi koji se sastoje od istraZivaca sa komplementarnim
znanjima ali i osnovnim znanjima koje imaju ostali ¢lanovi tima. Da bi se savladala sva znanja
koja su se tradicionalno izu¢avala u okviru Klasi¢nih kurseva elektrotehnike, ali i nova znanja
koje namece sve brzi razvoj tehnologija, Skolovanje bi trebalo da traje znatno duze od cetiri
godine. Kako se u meduvremenu pojavljuju nove tehnologije i softverski alati, predugo trajanje
studiranja bi dovelo da neka od savladanih gradiva viSe nisu aktuelna. Stoga je ova kurs
zamiljen da pruZzi osnovna znanja da bi se pratili srodni predmeti u skladu sa Zeljenom
specijalizacijom i potrebama buducih inZenjera, i istovremeno dovoljnim nivoom znanja da se
dodatno obrade one lekcije koje su u skladu sa potrebama rada buducih inZenjera. Timski rad i
komplementarnost znanja postaju osnovni zahtev savremenog posiovanja upravo da bi svako
od ¢lanova tima mogao dodatno da se specijalizuje za odredenu oblast. U reSavanju problema
koji zahtevaju znanja iz elektrotehnike, da bi se olakSala saradnja inZenjera razlicitih
specijalnosti, svako od ¢lanovatimatreba daimai elementarna znanjaiz elektrotehnike, &to ¢e
omoguciti da se bolje razume sudtina problema koji se reSava, kao i ograni¢enja u reSavanju
problema u celini.

Neke od oblasti u kojima budu¢i inZenjeri mogu da rade su auto-elektronika gde se
koriste elektronski uredaji za nadzor i upravljanje, uredaji koji se koriste u domacinstvima sa
doZenim funkcijama koje se realizuju posebnim elektronskim komponentama. Mobilni telefoni
su napravili revoluciju u telekomunikacijama, jer skoro svaki mobilni uredaj objedinjuje brojne
funkcije korisne za zabavu ali i poslovanje. Uvodenje racunarai Interneta u kuée pretvara ceo
svet u jednu zagjednicu koja razmenjuje privatne podatke ai istovremeno ostvaruje
sveprisutnost.
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2 Elektrostatika

Osnovni zadatak savremene elektrotehnike jeste da pruZi osnovna znanja iz oblasti
elektrotehnike, kao §to su razumevanje pojava elektrostatickih i elektromagnetskih pojava,
definisanje osnovnih pojmova iz oblasti komponenti elektricnih kola, reSavanja soZenih
elektri¢nih kola za razli¢ite vrste pobudnih signala, kao i osnovne pojmove o elektronskim
komponentama i razumevanja rada slozenijih elektronskih sklopova koja se naj¢esée koriste u
praksi.

Elektrotehnika se uobicajeno bavi elektri¢nim opterecenjima (nael ektrisanjima) i silama
koje deluju na njih, njegovim kretanjem i efektima tog kretanja. Za nepokretno naglektrisanje
koristi se termin staticko naglektrisanje. Pojave koje nastaju sa pokretnim naelektrisanjima se
opisuju terminima elektricna struja. Efekti kretanja naelektrisanja opisuju se u
elektromagnetici.

Teorija elektrotehnike je nastala tumatenjem eksperimenata i uocavanjem pojava u
prirodi. lako se polazi od modela atoma i elementarnih cestica, pojave se objadnjavaju na
primerima veceg broja ¢estica i njihovo zdruzeno dejstvo, zato Sto bi matematicki model bio
previSe sloZzen ako bi se istovremeno posmatrao utica svake ¢estice na sve cestice iz njenog
okruzenja i na okolinu. U velikom broju slu¢ajeva, kao na primer u analizi rada tranzistora,
nemoguce je dati tacne vrednosti za analizirane velicine, ve¢ se posmatraju usrednjena dejstva

2.1 Elektriéno optereéenje

Prva saznanja o elektricitetu poti¢u iz antickog doba kada je uoc¢ena pojava da ¢ilibar
ima osobinu da priviati 1ake delice materija nakon $to se protrlja vunenom tkaninom. Za telo
elektriciteta jeste sevanje i udar groma koji moZe biti smrtonosan na ljude koji su njime
pogodeni, ali isto tako i odtecenje elektronskih komponenti koje dodirne nael ektrisana osoba,
ili peckanje metalnih vrata koja dodirne osoba koja nosi vunenu odecu. Postavljanje
gromobrana na stambene zgrade, koriS¢enje anti-elektrostatickih podloga u fabrikama
poluprovodnickih komponenti i uredaja, su samo neki primeri da se svakodnevno srecemo sa
pojavom el ektriciteta.

Dabi razumeli pojavu elektriciteta, podimo od danas opsteprihva¢enog modela atoma
koji se sastoji od protona i neutrona u jezgru atoma, i elektrona koji kruze po razli¢itim
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orbitama oko tog jezgra. Ako uspemo da nateramo jedan elektron da napusti svoju orbitu
kojom je kruZio oko jezgra i udalji se od atoma, tada ¢e atom imati viSak pozitivnog
naelektrisanja, a elektron ¢e se ponasati kao da ima jedini¢no negativno naelektrisanje. Da bi
atom ponovo postao elektricho neutralan, pojavice se privlaéne sile koje ¢e tefiti da privuku
elektron koji se nade u blizini atoma. Istovremeno, elektron ¢e delovati na elektrone iz
okruZenja. Prema tome, postoje dva tipa naelektrisanja, negativno i pozitivno naelektrisanje.
Dva naelektrisanja se medusobno odbijaju ako su istog polariteta (dva pozitivna ili dva
negativna nael ektrisanja), a medusobno priviace ako su suprotnog polariteta (jedno pozitivno i
jedno negativno naelektrisanja). Grupa od N elektrona ponasace se kao zapremina kojaima N
puta vece naelektrisanje od naelektrisanja jednog elektrona, a grupa od N atoma koji imaju
manjak elektrona u svojoj orbiti ponaSace se kao zapremina koja ima N puta veée pozitivno
jedini¢no naelektrisanje. Elektricno opterecenje je fundamentalno svojstvo materije koje se ne
moZe se stvoriti niti unititi. To zna¢i da ako se naelektrisanje odstrani sa jednog mesta, ono se
mora pojaviti ha nekom drugom mestul.

Elektricno opterecenje elektrona je ngimanje naelektrisanje koje postoji i naziva se
elementarno naelektrisanje ili kvant naelektrisanja. Naelektrisanje jezgra kome nedostaje jedan
elektron u orbiti imaistu koli¢inu nael ektrisanja kao el ektron ali je ono pozitivno. Atom kome
nedostgje elektron u orbiti i elektron koji se nalazi u blizini ovakvog atoma imaju isto svojstvo
da je elektricki neutralan kao i kada elektron zauzme svoje mesto u orbiti atoma. Ako N
elektrona prede na drugo telo, kao u slu¢aju vunene tkanine i ¢ilibara, tada se jedno telo ponasa
kao da ima negativno naelektrisanje N elektrona, a drugo telo ima isto toliko pozitivno
naelektrisanje.

Uobicajeni simbol za opterecenje je veliko slovo Q ajedinicaje Kulon (C). Apsolutna
vrednost elektri¢nog opterecenje jednog elektrona je e =1,602x10*° C. U nekim knjigama se
koristi malo slovo q.

Postoje dve vrste naglektrisanja: pozitivno i negativno. Minimalna apsolutna vrednost naziva se
elementarno naelektrisanje i iznosi 1,602x10™° C. C je jedinica naglektrisanja koja se naziva
Kulon. Elementarne ¢estice su elektron (ima negativno naglektrisanje), proton (ima pozitivno
naelektrisanje, i neutron (elektricki je neutralan). Naglektrisanja istog tipa (ili pozitivna ili
negativna) se odbijgju, a naelektrisanja razli¢itog tipa (jedno pozitivni i jedno negativno) se
privliage. Natela u prirodi moZe da se prenese koli¢ina elektriciteta, i kaZe se datela mogu da
se naelektrisu. Ako telo imaviSak Cestica jednog znaka kaZe se da je telo naglektrisano. Zatelo
koje ima n, protona i n. elektrona kaze se da je je njegovo naglektrisanje Q=(n, -ns)e. Ako je
broj elektronaveci od broja protonatada je telo negativno nael ektrisano, a ako je broj elektrona
manji od broja protona tada je telo pozitivno naglektrisano. Svako telo koje ima algebarsku
sumu naelektrisanja jednaku nuli, ato je kada je broj elektrona jednak broju protona, naziva se
elektricki neutralno.

2.2 Silaizmedu dva tac¢kasta naelektrisanja

Dva naglektrisanja, Q; i Q,, koja su dovoljno malih dimenzija u odnosu na njihovo
rastojanje nazivgju se tackasta naelektrisanja. Sila izmedu dva tackasta naelektrisanja
proporcionalno je proizvodu naelektrisanja, Q; i Q,, a obrnuto proporcionalno kvadratu
rastojanjaizmedu ova dva tackasta nael ektrisanja
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Sila koja je iskazana relacijom (1) naziva se Kulonova sila. Sila deluje u centru
naelektrisanja i ima pravac koji se poklapa sa pravom linijom koja prolazi kroz dve tacke u
kojima su centri naelektrisanja; sila izmedu opterecenja je odbojna ako su opterecenja istog
tipa, a priviatna ako su suprotnog tipa. Ova opis vektora sile naziva se Kulonov zakon i
izveden je Kulonovim eksperimentom. U vakuumu je konstanta proporcional nosti k = 8,99x10°
Nm?C?, apribliZno istu vrednost imai u vazduhu. Uobiéajeno je da se faktor proporcionalnosti
k piSe koris¢enjem dielektri¢ne konstante vakuuma &y (Nnaziva sei permitivnost vakuuma), koja
iznosi priblizno £,=8,8542x10™" farada po metru (F/m), a koja se ¢eSée koristi umesto jedinice
koja odgovaraformuli (1) ato je C2/Nm? (F je Farad, jedinica za kapacitivnost)

k=1
4re,

@

Kulonov zakon je jednostavan kada se nael ektrisanja nalaze naistoj pravoj, i kadasile
imaju algebarski oblik, mogu da se sabirgju ili oduzimaju

Kada postoji vise tackastih naelektrisanja, sile se predstavljgju kao vektori. Sile se
vektorski i sabiraju u centru tackastog naelektrisanja, naprimer Qy, gde seizratunava intenzitet
sile kojom ostala naglektrisanja deluju na Q,. Sila se vektorski predstavlja intenzitetom

definisanim sa (1) i vektorom r12 usmerenim od nael ektrisanja Q; ka nael ektrisanju Q,, umesto
koga moZe da se koristi jedini¢ni vektor (ort) otz

Fo=k3 2 _y Q;?Z r ®

I'o12
r PP

U slu¢aju da na nael ektrisanje Q; deluju sile veceg broja drugih naglektrisanja (Q,, Qs,
Qs ..., Qp), tada je rezultujuéa sila koja deluje na tackasto naelektrisanje Qi, jednaka
vektorskom zbiru svih sila

E1:E21+E31+E41+...+En1 4
VaZzno je da se vodi ra¢una da naglektrisanja (Q, Q2, Qs, Q4 ..., Qn), imaju pozitivhu
ili negativnu vrednost, Proizvod dve pozitivne ili dve negativne vrednosti naelektrisanja je

pozitivan i tada je i smer vektora sile u smeru vektora T o1z , odnosno sila je odbojna. U ducagju
da je jedno naelektrisanje pozitivno a drugo negativno, rezultat proizvoda dva naelektrisanja je

negativan, i tada je smer vektora sile u smeru vektora —sz, &to znxi da je sila privlaéna
Jediniéni vektor —roz oznasava vektor suprotnog smera od Fou, a intenzitet jedinicnog
vektora je jednak jedinici, =1.

o012

Na dlici 2.1, naelektrisanje Q, koje je suprotnog znaka od Q; deluje silom koja priviaci
naelektrisanje Q; ka Q.. Istovremeno, naelektrisanje Qs koje je istog znaka kao Q, deluje silom
koja odbija naelektrisanje Q; od Qs pri ¢emu je intenzitet sile polovina sile kojom
nael ektrisanje Q, deluje na Q,, zato &o je i Qs polovina Q.. Rezultantna sila F; je vektorski
zbir ovedvesile, Fy i Fa;.
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Slika 2.1. Rezultantna sila F1 kojom dva tackasta naelektrisanja Q,=-Q i Q;=0.5Q deluju
natackasto naelektrisanje Q; =Q, (rezultantna sila Fi=Fau+ E31).

Naisti na¢in se moze odrediti rezultantna sila kojom naelektrisanja Q; i Qs deluju na
naelektrisanje Q, (F2=F1n+F2), keo i sila kojom naelektrisanja Q; i Q, deluju na
naelektrisanjng,(I_f3=l_f13+l_fzs).

2.3 Elektriéno polje

Posmatrajmo telo koje je veoma malo, po dimenzijama i po naelektrisanju, koje je
pozitivno naelektrisano sa Q,, toliko malo da se moze zanemariti njegov uticaj na okolna
naelektrisana tela. Ovo naglektrisanje Q, se naziva probno opterecenje ili probno punktualno
optere¢enje. Sva okolna naelektrisana tela delovace prema Kulonovom zakonu na ovo probno
opterecenje. Ako Kulonovu silu koja deluje na ovo opterecenje podelimo sa njegovim
nael ektrisanjem, tada dobijamo vektor koji predstavlja uticaj svih okolnih naelektrisanih telana
ovo naelektrisanje, a koji se naziva vektor jacine elektricnog polja, ili pojednostavljeno

elektri¢no polje E
E-Fe (5)
Q

Jedinica ove védic¢ine je N/C (njutn po kulonu) prema (5), ai se u praksi ¢esce Koristi
jedinicaVV/m (volt po metru).

Polaze¢i od izraza za Kulonovu silu (3) i izraza za elektricno polje (5), dobija se
elektri¢no polje oko probnog naelektrisanja Qp, koje stvara tackasto naglektrisanje Q:

E-k 2L k27, (6)
r-r r

Vektor r je vektor poloZgja tacke u kojoj se odreduje elektri¢no polje u odnosu na tackasto
nael ektrisanje koje stvara to polje, ajedini¢ni vektor ro je ort vektora r koji je usmeren od
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izvora polja tatkastog nael ektrisanja ka tacki u kojoj se racuna polje. Slika 2.2. ilustruje primer
elektriénog polje koje stvara negativno usamljeno tackasto opterecenje, tako da su linije polja
radijalne oko tatkastog nael ektrisanja sa smerom ka nael ektrisanju.

s
“ -
.-J.
)
i
i

;-".f

Ill-'u'-\. %, x'ﬂx“"-\.
L

- Firi
i __.-" .l' ."i I." |r II l‘i I, IIl

Slika 2.2. Elektriéno polje koj e stvar a negativno usamljeno ta¢kasto opter efenje.

Slika 2.3. ilustruje primer elektricnog polje koje stvara pozitivho usamljeno tatkasto
opterec¢enje, tako da su linije polja ponovo radijalne oko tackastog nagl ektrisanja sa smerom od
naelektrisanja.

Elektricno polje usamljenog tackastog naelektrisanja Q je radijalno, a intenzitet mu je
obrnuto proporcijalan kvadratu rastojanja
E-xkQ- 1 Q

LN 4 7
r? A4neg, r? @)

Polje ne raste beskonacho kada se tatka posmatranja pribliZzava tacki u kojoj je tackasto
naelektrisanje Q, zato $to se podrazumeva da je rastojanje izmedu tackastog naelektrisanja i
tacke u kojoj se odreduje elektri¢no polje znatno vece od dimenzija tackastog nael ektrisanja

U ducaju da na probno naelektrisanje deluju sile ve¢eg broja drugih naelektrisanja (Qq,
Q2 Qs ..., Qn), tada je rezultujuce polje koje deluje na probno naelektrisanje Qp,, odnosno u
tacki u kojoj se racunaelektri¢no polje, jednako vektorskom zbiru svih polja
E=Ei+Ez+Es+..+En (8)
Vazno je da se vodi ra¢una da naelektrisanja Q;, Qz, Qs, ..., Q, mogu biti pozitivnai
negativna. Od toga zavisi smer vektora elektricnog polja svakog pojedinacnog naelektrisanja
Qll QZ! Q3l ey Qn-
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Slika 2.4. Elektri¢no polje koje stvaraju dva negativna ta¢kasta opter ecenja.

Slika 2.4. ilustruje primer elektricnog polje koje stvaraju dva negativna tackasta
opterecenje, tako da su linije polja ponovo radijalne oko tackastih naelektrisanja sa smerom ka
naelektrisanjima, ako se posmatra sa udaljenosti koje je znatno vece od rastojanja tackastin
naelektrisanja. Kada se posmatra polje koje je blizu naglektrisanja, tada se moZe videti uticaj
naelektrisanja, s tim da je izmedu naelektrisanja polje jednako nuli zato o polje koje stvara
jedno naelektrisanje se ponistava poljem koje stvara drugo naelektrisanje.

Ako se u elektri¢no polje E unese probno naelektrisanje Q,, na probno naelektrisanje

¢edelovati silaF tako dace pravac i smer sile biti isti kao pravac i smer polja ako je pozitivno
Qp, aisti pravac i suprotan smer ako je Q, negativno
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=Q,E )

Elektri¢no polje se moZe predstaviti linijama koje pokazuju pravac, smer i intenzitet u
svim tackama polja i nazivaju se linije polja. Linije vektora jacine elektri¢nog polja se crtaju
tako da u svakoj tacki tangenta na linije predstavlja pravac vektora polja u toj tacki, strelice
pokazuju smer polja, agustinalinijaje vecatamo gde je intenzitet polja veci.

Pojam tackastog nael ektrisanja moze da se koristi za odredivanje elektri¢nog poljai moze da se
koristi kada su dimenzija tackastog naelektrisanja znatno manje u odnosu na tacku u kojoj se
ratuna polje. U situaciji kada se posmatra povrsina ili telo koje je naglektrisano, tada je
komplikovano izragunati polje uzimagjuéi svako pojedinacno tackasto naelektrisanje. Zato se
uvode novi pojmovi koji olakSavaju izracunavanjei prikaz elektriénog polja

Slika 2.5. pokazuje el ektricnog polje koje stvaraju dva tackasta opterecenje od kojih je
jedno pozitivno a drugo negativho, tako da su linije polja usmerene od pozitivhog ka
negativnom nagel ektrisanju.
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Slika 2.5. Elektriéno polje koje stvaraju dva tackasta opterecenja od kojih je jedno
pozitivho a drugo negativno naelektrisanje.

Slika 2.6. pokazuje elektricno polje koje stvargju dva tackasta opterecenje od kojih je
jedno pozitivno a drugo negativno, takva da je vrednost pozitivnhog nael ektrisanje znatho vece
od negativnog. Linije polja usmerene su od pozitivnog ka negativnom naelektrisanju, akadase
polje posmatra sa udaljenosti znatno vece od rastojanja izmedu tackastih naelektrisanja, polje
izgleda kao da rezultantno jedno optere¢enje 5Q —Q =4Q.
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Slika 2.6. Elektri¢éno polje koje stvaraju dva usamljena tackasta opter etenje takva da je
vrednost pozitivhog naelektrisanja znatno veéa od negativnog naelektrisanja.

Elektri¢no polje kada se andlizirgju dva tackasta naelektrisanja mogu da se nacrtgju
analiziraju po analogiji sa slikama 2.2 do 2.6, ai ru¢no crtanje postgje previse komplikovano
kada se andiziratri i viSe naglektrisanja, kao &to jeto duca naslikama2.7i 2.8.

LR ] rf:,’:ii:t:\ I'|, HJ"Z"?
AN
N N A
WA Wz2Z
P ) e L) el

Slika 2.7. Elektri¢no polje koje stvaraju tri usamljena tackasta naelektrisanja.

U praksi ¢esto nije potrebno da se znaju polja na rastojanjima koja su blizu samih
optere¢enja. Na vecim rastojanjima se sa dovoljnom tatnos¢u mogu odrediti polja kao zbirni
uticaj svih naelektrisanja
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Slika 2.8. Elektri¢no polje koje stvaraju tri usamljena tackasta opterecenje takva da je
vrednost jednog pozitivnog naelektrisanja znatno veda od negativnog naelektrisanja.

Za crtanje elektricnog polja u ovom udzbeniku koris¢en je program Mathematica, tako
&to se napiSe formula za polje prema formuli (6) sa centrom u odredenoj tacki. U slugaju
nael ektrisanja koja su raspodeljena po povraini mogu da se izvedu formule, a zatim se nacrta
polje pozivanjem funkcije. Definicije specifi¢nih polja date su nastavku teksta.

2.3.1 Elektriéno polje linijskog naelektrisanja

Nael ektrisanje Q moZe hiti raspodeljeno duz tanke niti, ¢iju duZinu moZemo da ozna¢imo
sa L, i nazivamo ga linijsko naelektrisanje. Raspodela naglektrisanja duz linije naziva se
poduzna gustina, pri ¢emu je dl duZinasegmentalinijeL, a dQ je naelektrisanje segmenta dl
dQ
== 10
Q 9 (10)
Jedinica poduZne gustine naglektrisanjaje C/m.

Kada je naglektrisanje Q ravnomerno rasporedeno duz linije L, tada se moZe odrediti
poduzna (linijska) gustina

Q
L
Ako se posmatra veoma dugatka provodna nit naelektrisana naglektrisanjem Q i moZe da

se izracuna intenzitet elektricno polje u tacki koja se nalazi normalno u odnosu na nit na
rastojanju d od niti

Q= (11)

E-—+ @ (12)
2ng, d
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Pod pojmom veoma dugacka provodna nit podrazumeva se da je duZina niti L znatno
veca od rastojanja d, kao i da su oba kragja niti u odnosu na posmatranu tatku na znatno vecem
rastojanju od d.

Drugi primer je kruzna nit poluprecnika a, kada se odreduje jacina elektri¢nog polja na
pravoj koja prolazi kroz centar kruga i normalna je na povrSinu kruga. Ako je z rastojanje od
centrakruga, tada je intenzitet elektri¢énog polja

1 Qz (13)

E =
47580 ( /az 4 ZZ Js

Intenzitet jatine polja u centru kruga je 0, a na velikim rastojanjima od centra kruga je
obrnuto srazmeran kvadratu rastojanja

E--+ Q (14)
4dne, z

kao daje u pitanju tackasto nael ektrisanje.

2.3.2 Elektriéno polje povrSinskog naelektrisanja

Naelektrisanje Q moZe biti raspodeljeno po povrdini S i nazivamo ga povrsinsko
nael ektrisanje. Raspodela naglektrisanja po povrdini naziva se povrdinska gustina, pri ¢emu je
dS element povrd S, a dQ je naelektrisanje jednog elementa dS

_dQ
Ps=s (15)
Jedinica povrdinske gustine nael ektrisanja je C/m?.
Kada je naglektrisanje Q ravhomerno rasporedeno po povrdini S tada se mozZe odrediti
povrSinska gustina

Ps= (16)

n|O

Ako se posmatra ravnomerno naelektrisani krug poluprecnika a, a odreduje se jacina
elektri¢nog polja na pravoj koja prolazi kroz centar krugai normalnaje na povrsinu kruga, tako
daje zrastojanje od centra kruga (z>0), tada je intenzitet elektri¢nog polja

psz| 1 1
E_PsZ[1 17
280{2 x/a2+zzj 4

Intenzitet jacine polja kada se priblizavamo centru kruga z—0 (z>0), postagje priblizno

E=Ps? (18)
2¢,

Na velikim rastojanjima kada je z>>a, (z>0), dobija seizraz kao da je u pitanju tackasto
naelektrisanje ako se gustina naelektrisanja izrazi preko ukupnog naelektrisanja kruzne
povrsine
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2
P11 Q (19)

2.3.3 Elektriéno polje zapreminskog naelektrisanja

U nekim specifi¢nim situacijama, kao Sto je oblak naelektrisanih cestica (oblak elektrona
u vakuumskim cevima, ili jona u gasnim cevima), a da se ne bi vodilo racuna o svakom
pojedinaénom naelektrisanju, uvodi se pojam gustine zapreminskog naelektrisanja (koje se
naziva i gustina naelektrisanja) u nekoj tacki oblaka zapremine dV ¢ije je ukupno
naelektrisanje dQ

dQ
=— 20
Pv Y, (20)
Kada je naelektrisanje Q ravnomerno rasporedeno u celom telu zapremine V, tada se
moze odrediti zapreminska gustina

_Q
Pv = v (21)

Jedinica zapreminske gustine nael ektrisanjaje C/m®.
Ako se posmatra ravhomerno naglektrisana sfera poluprecnika R, tako da je zapremina
sfereje V = 4nR*/ 3, a odreduje se jatina elektri¢nog polja na pravoj koja prolazi kroz centar

kruga i normalna je na povrsinu kruga, tako da je z rastojanje od centra kruga (z>0), tada je
intenzitet elektri¢nog polja narastojanju r u odnosu na centar sfere

3
-~ R_ 1 Q  .p 22
e, I 4dme,r

Na velikim rastojanjima kada je r>>R dobija se izraz kao da je u pitanju tackasto
nael ektrisanje ako se gustina nael ektrisanjaizrazi preko ukupnog naelektrisanja sfere.

2.4 Potencijal elektriénog polje

Korisenje vektorskih veli¢inai integrala ¢esto nije neophodno da bi se analizirale pojave
u elektrostatici. Stoga je uvedena skalarna veli¢ina koja omoguc¢ava da se osobine polja opisu
preko svake tacke polja, i ova veli¢ina se naziva potencijal. U praksi se nagjces¢e osobine
opisuju u odnosu na neku tacku, ¢esto proizvoljno izabranu, i ovatatka se naziva referentnom
tatkom R. Svaka druga tacka se opisuje u odnosu na ovu referentnu kao brojna vrednost rada
koji bi elektricne sile izvrSile kada bi prenele probno opterecenje Q, iz te tacke u referentnu
tacku. Kako je rad srazmeran probnom opterecenju, a da bi se izbeglo kori&enje vrednosti
probnog optere¢enja, za izratunavanje potencijala koristi¢e se izraz zarad podeljen sa probnim
opterecenjem, koji se dobijaizracunavanjem odredenog integrala

R—» >
V,=[Ed (23)
A
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Potencijal zavis samo od poloZagja krgjnjih tacaka R i A, a ne zavisi od oblika i duZine
puta. Pretpostavlja se da je probno naelektrisanje toliko malo da ne remeti elektri¢no polje koje
stvargju druga nael ektrisanja. Ngj¢ese se usvgja daje potencija referentne tatke jednak nuli, a
povrSina zemlje se u prakticnim primenama usvaja da ima potencijal nula. Tada se potencijal

elektricnog polja u tacki A raguna u odnosu nanulti potencijal i oznacavase sa V. Ukoliko se

racuna potencijal izmedu dve tacke oznatene sa A i B, tada seizratunavaju potencijali od tatke
Ado R, i od tacke B do R. Zatim se primenjuje pravilo da je odredeni integral jednak razlici
vrednosti neodredenog integrala u tacki A i tacki B; razlika potencijal se naziva elektri¢ni
napon izmedu tataka Ai B

U =Va—Vs (24)

Jedinica za potencijal i elektri¢ni napon je V (volt). Napon gradske mreZe koju koristimo
u Srhiji je220 V.

AKko se napon izratunava u odnosu na referentnu tacku R, u kojoj je potencijal jednak
nuli, tada moZemo da piSemo da je napon u tacki A jednak potencijalu u tacki A. Nije
neophodno da piSemo drugi indeks R u oznaci za napon

Upr=V,=U, (25)

U praks je nekada jednostavnije izratunati jacinu elektri¢nog polja na osnovu poznatog
napona.

Na primer, ako posmatramo dve ravne paralelne ploce povrSine S razdvojene
dielektrikom debljine d, koji se naziva plo¢asti kondenzator, u slu¢gju da su naelektrisanja na
plo¢ama ista a suprotnog znaka, Q i -Q, i poznat je napon izmedu ploca V, tada je jatina
elektri¢cnog polja

E-k 2V (26)
€S d
Elektri¢no polje u plocastom kondenzatoru je homogeno. Vektor elektricnog polja je upravan
na ploce a smer je ka ploci koja je na nizem potencijalu. Zamisljene povrs izmedu ploca koje
imaju isti potencijal nazivaju se ekvipotencijalne povrS. U sluégu tatkastog pozitivnog
naelektrisanja Q, ekvipotencijalne povrsi su sferne sa centrom u tatkastom naelektrisanju, a
smer elektri¢nog poljaje od tatkastog naelektrisanja.

Na dici 2. 9. nacrtane su ekvipotencijalne linije polja usamljenog tatkastog
opterecenja. U stvari, to su ekvipotencijalne povrdi u obliku sfere sa centrom u opterecenju. Za
odabrani primer su prikazani brojevi potencijala koji se smanjuje kako se udaljavamo od centra
opterecenja. Kako je ovde opterecenje pozitivno, to su i potencijali pozitivni.

Sli¢na slika se dobija i za usamljeno negativno opterecenje, s tim da su potencijali
ekvipotencijalnih povrdina negativni.

Na dlici 2.10. nacrtane su ekvipotencijalne linije polja dva tackasta opterecenja od
kajih je jedno pozitivno a drugo negativno.
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Slika 2.9. Ekvipotencijalnelinije polja usamljenog tackastog opter eéenja.

=t

@

©

Slika 2.10. Ekvipotencijalne linije polja dva tackasta optereéenja od kojih je jedno
pozitivno a drugo negativno.
Prikazani brojevi potencijala pokazuju da se potencijal smanjuje kako se udaljavamo

od centra pozitivhog opterecenja, postgje jednak nuli na sredini izmedu dva opterecenja, a
zatim postaje sve negativnije $to se viSe pribliZzavamo negativnom opterecenju.
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Slika 2.11. Ekvipotencijalne linije polja dva identi¢na pozitivna tackasta opter e¢enja.

Na dici 2.11. nacrtane su ekvipotencijalne linije polja dva pozitivha tatkasta
opterecenja. Potencijal se smanjuje na veéim udaljenostima od centara opterecenja, tako da
ekvipotencijalne linije na vecim udaljenostima obuhvataju oba opterecenja.

LJ"-“‘

Slika 2.12. Ekvipotencijalne linije polja dva tackasta opter e¢enja od kojih jejedno vece.

Nadlici 2.12. ilustruje ekvipotencijalne linije polja dva tackasta opterecenja razli¢itog
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Slika 2.13. Ekvipotencijalnelinije poljatri tatkasta opter eéenja.

Slika 2.13. ilustruje ekvipotencijalne linije tri opterecenja, i ocigledno je da nije lako
nacrtati ekvipotencijalne linije bez upotrebe matematickih programa.

U praks su od veceg znatgja ekvipotencijalne linije sloZenih povrdinskih i zapreminskih
optere¢enja, i zaneke od njih se mogu odrediti izrazi u zatvorenoj formi.

2.5 Gausov zakon i fluks elektriénog polja

Gausov zakon ili Gausova teorema vazZi za elektricno polje u vakuumu i izvodi se iz
integrala vektora polja po zatvorenoj povrsi. Fluks treba shvatiti kao matematicki pojam koji se
uvodi da bi se olak3alo izradunavanje elektrostatickih pojava. Fluks W; je jednak integralu

vektora E kroz povrs S,
We = [EdS 27

Jedinica zafluks je Vm (volt-metar).

Po dogovoru, jedini¢ni vektor normale na zatvorenu povrs se usmerava upolje. U slucaju
homogenog elektricnog polja u kome se nalazi ravna povrs S takva da normala na povrs
zaklapa ugao aa sa vektorom jacine elektricnog polja, tada je fluks jednak proizvodu
intenziteta polja, povrdine S i kosinusa uglaizmedu vektorapoljai normale napovrs S

Y. = EScosa (28)

Gausov zakon omogucava izratunavanje intenziteta elektricnog polja i potencijala u
mnogim prakti¢nim slu¢ajevima.
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2.5.1 Elektriéno polje i potencijal ravnomerno naelektrisane lopte
Posmatrajmo loptu poluprecnika R. Dobija se daje intenzitet radijalnog elektricnog polja
ravnomerno nagelektrisane lopte po povrsini
0, r<R

E= 2
Qg (29)
Ame,r

U ducgju ravhomerno naelektrisane lopte po zapremini, dobija se da je intenzitet
radijalnog elektri¢nog polja

r
Q—3, r<R
4ne,R
E= (30)
Q
5, 2R
Ane,r

Potencijal ravnomerno nagelektrisane lopte po povrs naglektrisanjem Q izracunava se po
slede¢oj formuli

Q , Fr<R
4negy R
V= (31
Q , >R
Ane,r

U sluc¢aju ravnomerno nael ektrisane lopte po zapremini, dobija se da je potencijal

Q 3—i r<R
8re,R| R )

Q , 2R
Ane,r

V= (32)

U duégju tackastog naelektrisanja dobijgju se izrazi kao da je poluprecnik sfere
zanemarljivo mali, arastojanje je znatno vece od poluprecnika sfere, r >> R.

Slike 2.14, 2.15, 2.16. i 2.17 ilustruju intenzitet vektora jacine i potencijal u funkciji
rastojanja od centra lopte poluprecnika a koja je ravnomerno naelektrisana po povrsini ili
zapremini naelektrisanjem Q.

Vazno je uoditi daje intenzitet poljajednak nuli unutar lopte kada je ona ravnomerno
naelektrisana po povrsini, ai i daje potencijal isti u svim tackama po povrsini lopte (i jednak je
potencijalu unutar lopte).

U ducagju ravhomerno nagelektrisane lopte po zapremini, potencijal je ngjvedi u centru
lopte, ajacinapoljaraste od centralopte do povrSine lopte.
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Slika 2.14. Intenzitet vektora ja¢ine u funkciji rastojanja od centra lopte polupre¢nika a
kojajeravnomerno naelektrisana po povrsino naelektrisanjem Q.

Izvan lopte su intenzitet polja i potencijal isti bez obzira na to da li je lopta
ravnomerno naelektrisana po zapremini ili po povraini.

=i

Slika 2.15. Potencijal u funkciji rastojanja od centra lopte polupre¢nika a koja je
ravnomerno naelektrisana po povr&ini naelektrisanjem Q.

Izvan lopte i intenzitet polja i potencijal su isti kao da posmatramo tatkasto
opterecenje. Kako se u praksi naj¢esce posmatraju pojave izvan lopte koja je naelektrisana, to
Se moze smatrati kao davazeidti izrazi za tatkasto naelektrisanje.
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Slika 2.16. Intenzitet vektora ja¢ine u funkciji rastojanja od centra lopte polupre¢nika a
kojajeravnomerno naelektrisana po zapremini naelektrisanjem Q.

F=er

Slika 2.17. Potencijal u funkciji rastojanja od centra lopte polupre¢nika a koja je
ravnomerno naelektrisana po zapremini naelektrisanjem Q.

Gausov zakon omogucéava izraunavanje intenziteta elektricnog polja i potencijalai u
mnogim drugim prakti¢nim sluéajevima, kao &to je na primer kada se posmatraju dve
naelektrisane paraelne ploce, takve da je naelektrisanje ravnomerno rasporedeno po
povrSinama plo¢a. Posmatra se slu¢gj kada su naelektrisanja na plo¢ama suprotnog znaka a
polje izmedu plo¢a je homogeno. 1zmedu ploc¢a koje su ravnomerno naelektrisane jednakim
povrSinskim naelektrisanjem o , intenzitet poljaje konstantan i ne zavisi od rastojanja od ploca

E=— 33
€o

Intenzitet poljaje jednak nuli izvan ploca. Potencijal raste od negativne ploce (ako se usvoji da
je ona na referentnom potencijalu 0V) linearno sa rastojanjem do pozitivno naelektrisane
ploce, a ekvipotencijalne povrsine su paralelne sa plo¢ama.
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2.6 Provodnici, izolatori i poluprovodnici

U zavisnosti od toga da li elektroni iz spoljasnjih orbita atoma mogu lako da napuste
atome postoji nekoliko vrsta materijala kojaimaju specificna svojstva u elektrotehnici.

2.6.1 Provodnici

Pod nazivom provodnici podrazumevaju se materijali koji u svojoj strukturi imaju veliki
broj takozvanih slobodnih elektri¢nih opterecenja — elektrona. Slobodni elektroni su elektroni
iz spoljadnjih orbita atoma koji mogu lako da napustite orbitu atoma i slobodno se kre¢u u
prostoru izmedu atoma.

Materijali koji imaju veliki broj slobodnih elektrona nazivaju se provodnici. Tipi¢ni
provodnici su metali, kao $to su srebro, zlato, bakar i aluminijum. Makroskopski posmatrano,
ni u jednoj tacki u unutradnjosti provodnih tela ne mogu delovati elektri¢ne sile na slobodne
elektrone; zato nema ni usmerenog kretanja elementarnih opterecenja u provodnim telima. U
elektrostatici, elektricna sila na svako elementarno opterecenje srazmerna je vektoru jacine
polja, F =QE . u provodnim telima elektrostati¢cko polje jednako je nuli, E=0. U sustini,
slobodni elektroni mogu da se haoti¢no kre¢u u provodniku, ai ¢e se dva elektrona uzajamno
odbijati a sile pozitivno naglektrisanih atoma kojima nedostaju elektroni u spoljnoj orbiti ¢e
priviagiti elektron, tako da ¢e rezultantna sila biti jednaka nuli, ako se sve posmatra sa vece
daljine. Sli¢no kao na slikama na kojima su prikazana polja viSe nael ektrisanja, ukupno polje je
jednako nuli ako je zbir pozitivnih i negativnih naglektrisanjajednak nuli.

Slobodni elektroni poginju da se krecu u smeru i ngimanje elektri¢ne sile na njih, to
omogucavaju lako uspostavljanje elektri¢ne struje koja se manifestuje usmerenim kretanjem
veceg broja elektrona.

Ako se posmatra primer lopte koja je ravnomerno povrsinski naelektrisana, vidi se daje
polje unutar lopte jednako nuli, dok polje postoji ako je lopta ravnomerno naelektrisana po
zapremini. Ako pretpostavimo da imamo loptu koja je ravnomerno nael ektrisana po zapremini,
zbog postojanja polja unutar lopte, do¢i ¢e do kretanja elektrona ka povrsini lopte sve dok polje
unutar lopte ne postane jednako nuli. Na tg n&in se pokazuje da je provodna lopta
ravhomerno naelektrisana po povraini i da ne postoji polje unutar lopte. Bez obzira kakvog je
oblika provodno telo koje ima slobodne elektrone, elektroni ¢e se rasporediti po povrsini tako
da je polje unutar provodnog tela jednako nuli. Istovremeno, da ne bi doSlo do kretanja
elektrona po povrsini provodnog tela, potencijal na povrsini tela ima istu vrednost, odnosno
povrSina provodnog tela je ekvipotencijalna, kao $to je to sluég sa loptom koja je ravnomerno
naelektrisana po povrsini. Intenzitet vektora jagine polja mora biti normalan na povrsinu tela.
Kada polje ne bi bilo normalno na povrdinu, postojalo polje na samoj povrsini tela koje bi
izazvalo kretanje elektrona po povrsini, a takvih usmerenih kretanja ne sme da bude u
elektrostatici.

U slu¢aju ravnomerno naelektrisanih paralelnih plo¢a naelektrisanjima suprotnog znaka,
sva naelektrisanja su na samoj povrSini prema drugoj plocéi, tako da nema kretanja
nael ektrisanja kroz provodne ploce. Polje postoji izmedu ploca, ali naelektrisanja ne mogu da
se kre¢u kroz prostor izmedu ploca. Materijal izmedu naelektrisanih provodnih ploca naziva se
dielektrik ili izolator, zato sto kroz njega ne mogu da se kretu elementarne naelektrisane
Cestice. Dve naelektrisane provodne povrsine su na istom potencijalu bez obzira kakav imaju
oblik, odnosno i one su ekvipotencijalne. Uzimajuci u obzir zakone elektrostatike, postojanje
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potencijala na provodnim povrSinama bi dovela do postojanja polja, pod ¢ijim dejstvom bi se
slobodna nael ektrisanja kretala sve dok se ne uspostavi isti potencijal u svim tatkama.

Da bi povrdina provodnih tela bila ekvipotencijalna, mozZe se pokazati da je ngveca
gustina naelektrisanja u okolini Siljatih delova tela, Stoga je na tim mestima najveca jacina
polja

2.6.2 Elektrostati¢ka indukcija

Pretpostavimo da smo u homogeno polje, koje postoji izmedu dve ravne ploce
nael ektrisane naelektrisanjima suprotnog znaka, uneli provodno telo koje nije naelektrisano.
Ekvipotencijalne povrSine izmedu ploga su ravni paralelne sa plo¢ama, s tim da je potencijal
ekvipotencijalnih povrSina ve¢i kako su ploce blize pozitivho naelektrisanoj ravnoj ploci.
Provodno telo koje je uneto u ovo homogeno polje mora daimaisti potencijal na celoj svojoj
povrSini, jer bi u suprotnom doSlo do kretanja slobodnih naglektrisanih elektrona ka delovima
koji su na visem potencijalu. Odmah nakon unosa nenaglektrisanog provodnog tela u
homogeno elektri¢no polje, dobodni elektroni pocinju da se kre¢u ka pozitivno nagel ektrisanoj
plo¢i istovremeno stvargju¢i manjak elektrona na strani negativno naelektrisane ploce. Ovgj
proces se odvija sve dok se ne uspostavi da je povrSina nenaelektrisanog provodnog tela na
istom potencijalu. Veti broj elektrona na strani koja je bliza pozitivno naelektrisanoj plogi i
manjak elektrona (3to je ekvivalentno povecanju pozitivnog naelektrisanja) na strani koja je
bliza negativno naelektrisanoj lopti stvorice promenu jacine elektricnog polja oko unetog
provodnog tela. Pojava da se na povrsini nenaelektrisanog provodnog tela pojavljuju pozitivna
ili negativna opterecenjakada se telo nalazi u elektricnom polju koje stvaraju druga tela, naziva
se elektrostaticka ili elektri¢cna indukcija. Optere¢enja koja su se na unetom provodnom telu
pojavila nazivaju se indukovana optere¢enja, zato $to su nastala pod uticajem polja koja
stvargju druga okolna tela. Da je uneto telo bilo ve¢ naelektrisano, tada bi se odvijao dlic¢an
proces preraspodel e naelektrisanjai ova) proces se takode naziva el ektri¢naindukcija.

Pretpostavimo da se iznad povrSine zemlje nalazi naelektrisani oblak, i da zemlju
moZemo posmatrati kao provodno telo. Covek koji stoji na zemlji moZe da se tretira kao daje
provodno telo koje je naistom potencijalu kao zemlja. Zbog elektriéne indukcije, na zemlji ¢e
se pojaviti indukovana naelektrisanja, a takode ¢e i covek biti naglektrisan. Kako je intenzitet
elektricnog polja najveci na Siljastim delovima, to ¢e i intenzitet polja biti najveci na vrhu
coveka koji stoji. Na isturenim mestima dolazi do jonizacije vazduha pre nego na drugim
mestima i time se stvara put za iznenadno praznjenje optere¢enja oblaka prema zemlji, odnosno
udar groma ¢e biti upravo namestu gde stoji ¢ovek. Sli¢no se deSava ako se radi o usamljenom
drvetu ili nekom drugom usamljenom provodnom Siljatom objektu. Ako se radi o automobilu,
tada bi udar groma zatvorio praznjenje naglektrisanja oblaka po metalnoj povraini automobila,
a polje ne bi postojalo u unutrasnjosti vozila. Da bi se zastitili od udara groma, najvisi delovi
treba da budu spojeni debelim provodnicima u zemlju, ¢ime podsti¢emo udar groma ali tako da
udar bude tamo odakle moZemo da odvedemo nael ektrisanje do zemlje.

2.6.3 lzolatori

Materijal kod kojeg su elektroni iz spoljadnje elektronske ljuske ¢vrsto vezani za atome
koji obrazuju molekule i prakticno ne mogu slobodno da se krecu, naziva se izolator ili
dielektrik. Tipi¢ni izolatori su nemetali kao §to su staklo, plasticne mase, keramika i guma.
Nael ektrisanja koja se dovedu naizolator ostaju nepokretnai nazivaju se staticki elektricitet.

Ako se u hlizini izolatora nade nagl ektrisano telo, elektricne sile ¢e delovati i na elektrone
uljuskamai najezgra atoma. Medutim, nece do¢i do pomeranja elementarnih nagl ektrisanja. U
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nekim slu¢ajevima, u izolatorima ima veoma malo naelektrisanih ¢estica koje mogu slobodno
da se krecu. Pod dejstvom elektricnog polja moZe doc¢i do njihovog usmerenog kretanja.
Najcesée ova kretanja mogu da se zanemare.

Izolacioni materijali se nadli veliku primenu u elektrotehnici gde se koriste za izolovanje
provodnika kako bi se sprecio nezeljeni dodir dva ili vise provodnika. lzolatori sprecavaju
uspostavljanje struje izmedu razdvojena provodnika, kao $to je to primer dve naelektrisane
ploce kondenzatora.

2.6.4 Poluprovodnici

Poluprovodnici su po svojim osobinama negde izmedu provodnika i izolatora Osim
elektrona, kap nosioci pozitivnog naelektrisanja pojavljuju se Supljine. Poluprovodnici imaju
osobinu da se umereno suprotstavljgju slobodnom kretanju nosilaca elektriciteta. Neki od
najceS¢e koristenih  poluprovodnika su silicijum, germanijum i gdijum arsenid.
Poluprovodnicki materijali se koriste za izradu savremenih elektronskih komponenti. Vise
detalja o poluprovodnicimadato je u poglavlju koje opisuju poluprovodnicke elemente.

Da bi jasnije razgrani¢ili ove tri grupe materijala, definiSe se otpornost kao mera
suprotstavljanja kretanju nosilaca el ektricitetai ona¢e biti kasnije u ovom udzbeniku preciznije
definisana. Provodnici imaju malu otpornost, dok izolatori imaju veliku otpornost. Tako na
primer, otpornost bakra je priblizno 10% puta manja od otpornosti kvarcaistih dimenzija.
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3 Elektriéni elementi

U ovom poglavlju su date osnovne definicije i pojmova koji se koriste u elektrotehnici,
kao &to su elektri¢na struja, napon, energija, snaga, elektri¢ni sistemi, idealni i realni pasivni
elektricni elementi (otpornik, kondenzator i kalem), ideani i reani nezavisni i zavisni
elektri¢ni izvori.

Elektricna struja je jedan od osnovnih pojmova u elektrotehnici kojim se opisuje
usmereno kretanje velikog broja elektri¢nih opterecenja pod dejstvom elektri¢nog polja. Zbog
dli¢nosti sa kretanjem te¢nosti, koje se naziva strujanje, izabran je i naziv struja. U zavisnosti
od toga da li se intenzitet struje menja posmatraju se vremenski konstantne elektri¢ne struje
(dli¢no kao kada postoji ravnomerno kretanje vode u cevi) koja se ¢esto nazivai jednosmerna
struja ili stalna struja (na engleskom Direct Current - DC). Kretanje struje moze hiti i
vremenski promenljivo po intenzitetu ali i po smeru i ona se naziva vremenski promenljiva
elektri¢na struja. Primer je strujanje vode u zalivima gde jedan deo dana strujanje uz obalu jeu
jednom smeru a zatim je strujanje vode u drugom smeru.

lako se danas u celom svetu dominantno koristi vremenski promenljiva struja za prenos
elektricne energije, sve viSe aparata koristi jednosmerni napon od 5V koji se koristi za
napajanje racunarai mobilnih uredaja.

Da bi bolje razumeli pojave nastajanja elektri¢ne struje, posmatrajmo jedno elementarno
pozitivno optere¢enje koje se nalazi u prostoru izmedu molekula dielektrika, a na koje deluje
vektor jacine elektricnog polja. Pretpostavimo da elektricno polje stvaragju dve suprotno
nael ektrisane provodne ploce izmedu kojih se nalazi dielektrik. Pod dejstvom polja koje deluje
na to slobodno naglektrisanje moze se smatrati da na to naelektrisanje deluje sila u pravcu
polja; kako je ovo optere¢enje slobodno i nije ¢vrsto vezano u strukturu molekula, ono ¢e se
kretati u pravcu polja (opterecenja koja su ¢vrsto vezana molekularnom strukturom ne mogu da
se krecu). Pod dejstvom sile, ovo slobodno opterecenje ¢e se kretati sa sve vecim ubrzanjem.
Kako su molekuli vrlo blizu, posle odredenog predenog puta, opterecenje ¢e udariti u neki od
molekula koji se nadu na putu i stati. Zatim se opterecenje ponovo krece ubrzavajuci do
dedeceg sudara kada ponovo stane. Kada opterecenje stigne do negativno naelektrisane
provodne ploce na drugom kraju dielektrika ono se neutralizuje sa negativnim opterecenje. Za
razliku od provodnika kod kojih postoje samo elektroni kao slobodni nosioci naelektrisanja
koji mogu da se krecu, u slu¢aju te¢nih rastvora, neutralni molekuli mogu da se raspadaju na
dva suprotno naelektrisana dela koji se nazivaju pozitivni joni (katjoni) i negativni joni
(anjoni). U rastvoru, i joni mogu da se krecu pod dejstvom elektricnog polja u smeru
elektriénih silakoje deluju najone.
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U slucgju provodnika u obliku valjka koji na oba kragja se zavrSava sa plocama koje su
naelektrisane suprotnim opterecenjima, broj slobodnih elektrona je veliki; stoga se svi oni
usmereno krecu u smeru polja koje stvargju ove naelektrisane ploce (elektroni se krecu ka ploci
koja je pozitivno naelektrisana). Kada se jedno opterecenje pomeri pod dejstvom polja,
njegovo mesto zauzima sledece opterecenje. Makroskopski gledano, dobija se utisak
ravhomernog kretanja naelektrisanja, jer ne moze do¢i do nagomilavanja optere¢enja. Kada bi
ploce bile naelektrisane konstantnim naelektrisanjem, dodlo bi do smanjenja naelektrisanja
usled dolaska opterecenja kroz provodni valjak; zato bi prestala datee struja. Da bi se odrzala
konstantna struja, neophodno je obezbediti konstantan dolazak novih optere¢enja istog znaka
kao §to je naelektrisana ploca, tatno onoliko koliko stigne iz provodnog valjka. Naprave koje
dodaju stalno nova opterecenja na oba kraja provodnog valjka preko provodnih ploc¢a nazivaju
seizvori eektricne energijeili elektriéni generatori.

Slika 3.1. Proticanje struje kroz valjkasti materijal preko dve plofe naelektrisane
suprotnim naelektrisanjima Q i -Q, koj e obezbeduje generator.

Na dlici 3.1. prikazano je kako nastaje proticanje pozitivnog opterecenja sa pozitivno
nael ektrisane ploce Q ka negativno naelektrisanoj ploci -Q, a generator obezbeduje konstantno
naelektrisanje na obe ploc¢e. Kao i u sluégju dielektrika, u provodnom valjku tokom kretanja
elektrona od negativno naelektrisane ploca sa jednog krgja valjka ka pozitivnoj ploci na
drugom kraju valjka, dolazi do sudara elektrona sa molekulima, a pri sudaru se oslobada
kineticka energija. Zbog oslobadanja termicke energije pri sudaru dolazi do pojave koja se
naziva DZulova pojava, ato je da u svakom provodniku u kome tece elektri¢na struja dolazi do
pretvaranja elektricne energije u toplotnu. U velikom broju primena ova pojava je korisna i
koristi se za zagrevanje (na primer grejalice ili Sporet). Medutim, neadekvatan proraun moze
da dovede do nepotrebnog zagrevanja koje moZe da zapali materijal oko provodnikai izazove
poZzar.
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3.1 Elektriéna struja

Elektricna struja predstavlja meru kolic¢ine elektriciteta koja se pomeri u jedinici
vremena. Do pomeraja nael ektrisanja moze doci usled razlicitih uzroka, a u zavisnosti od vrste
naelektrisanja. Kod metalnih provodnika, do kretanje slobodnih elektrona dolazi usled
postojanja elektricnog polja. U rastvorima mehanizam pomeranja je kretanje pozitivno ili
negativno naelektrisanih jona; to je na primer ducaj sa elektrohemijskim baterijama. U
poluprovodnicima pomera] naelektrisanja se sastoji od kretanja nosioca negativnih
nagel ektrisanja (slobodni elektroni) i nosioca pozitivnog nael ektrisanja (Supljina).

Uobicagjena oznaka za struju je veliko slovo | ili malo slovo i. U ovom udzbeniku
usvoji¢cemo konvenciju da sa velikim slovom opisujemo velicine koje su konstantne i ne
menjgju se vremenom, a malim slovom one veli¢ine koje mogu da menjaju svoju vrednost
tokom vremena. Jedinica za struju je amper (A) i predstavlja pomergj od jednog kulona u
sekundi. Usvojen je konvencija da smer struje odgovara smeru kretanja pozitivhog
naelektrisanja, dok je na primer, smer struje koju prave elektroni suprotan od smera kretanja
elektrona.

Prosetna (srednja) struja | se definiSe kao koli¢nik ukupnog pomerenog nael ektrisanja
AQ i vremenskog intervala u kome se vrSi taj pomerg) At (veliko slovo se koristi zato $to je
srednja vrednost konstantna u intervalu vremena u kome izragunavamo struju):

AQ
| =— 34
o (34)

Kada struja moZe da se menja tokom vremena, trenutna struja i se definiSe kao brzina promene
nael ektrisanja, odnosno prvi izvod koli¢ine elektriciteta po vremenu:

_da
dt
U slu¢ajevima kada se struja sastoji od kretanja dva tipa nosilaca (na primer pozitivnih najedni

stranu i negativnih na drugu stranu), trenutna struja se moze izraziti kao razlika struja koje
stvargju pozitivnai negativna naelektrisanja:

(39

_da_da'_dq- @)
da dt dt

Ako se pozitivna naelektrisanja krecu u jednom smeru, a negativna u drugom smeru, ukupna
struja je zbir ove dve struje (smer struje negativnog naelektrisanja je suprotan od smera
kretanja nagl ektrisanja).

Uredaji u domatinstvu obic¢no rade sa efektivnim strujama u opsegu od 0,5A do 16 A,
§to se moze videti natabli sa osiguracima. Struje kod elektri¢nih brojila mogu da budu i 24 A.
U industriji struje mogu da budu i nekoliko stotinu ampera. Struja koju stvaraju munje i
gromovi su reda desetina hiljada ampera. U elektronskim kolima potrebno je da je struja $to je
moguce manja; struje mogu da budu reda mA ili nA. Procenjuje se da su struje izmedu nervnih
¢elijakod Zivih bi¢areda pA. Struja punja¢a mobilnih telefona moZe da bude reda 0,5A.
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3.2 Elektriéni napon, energijai snaga

Razlika potencijala predstavlja sposobnost prenosa naelektrisanja. Napon predstavlja
potencijalnu energiju. Struja kroz provodno telo moZe datee ako postoji razlika potencijala na
krajevima provodnog tela.

Jedinica za napon je volt (V) i predstavlja energiju od jednog dzula (J), koja je potrebna
za pomerg pozitivnog naelektrisanja od jednog kulona (C), tako da je V=JC, (jedinica za
napon volt je jednaka dzul/kulon). U elektrotehnici, uobi¢aena oznaka za napon je V ili v.
Veliko slovo V se koristi za konstantan napon koji se ne menjatokom vremena, ili na primer za
srednju vrednost napona u nekom intervalu vremena. Malo slovo v se koristi za napon koji se
menja tokom vremena. Napon se koristi kao razlika potencijala dve tacke pri ¢emu se
potencijal izrazava u odnosu na referentnu tacku za koju smo usvgjili da je potencija jednak
nuli.

Posmatraju¢i veoma male promene energije i naelektrisanja, trenutni napon se moZe
definisati kao:

dw

V=—o

dq

Proizvod trenutnog naponai struje je inkremental ne promene energije po vremenu:

(37

Vi :d_W%_ dw

_aw 38
dq dt  dt (38)

Snaga se definiSe kao brzina promene energije:

oo
dt

Uobic¢ajena oznaka za energiju je W ili w. Jedinica za energiju je dzul, a skracena
oznaka od joule je J. Za rad se ¢est koristi lovo A, iako se ovo slovo u elektrotehnici ¢esto
koristi i za druge velicine. Jedinicazarad u MKSA sistemu je N m, au praks se ¢eSce koristi
jedinica dzul. Oznaka za snagu je P ili p, ajedinica je vat, a skracena oznaka od watt je W.
Velika slova se koriste kada se vrednost ne menja sa vremenom, a mala slova za trenutne
vrednosti koje mogu da se menjgju u funkciji vremena. Da ne bi doSlo do zabune oko oznaka
fizickih velicina i jedinica, fizicke veli¢ine se pisu ukoZenim slovima, a jedinice normalnim
dovima

i (39)

3.3 Referentni smerovi i polariteti

U elektrotehnici je neophodno uvesti konvencije kako ne bi doSlo do pogresnog
tumacenjai greSaka u proracunima. U analizi elektri¢nih pojava, posebno je vazno koji je smer
neke struje i koja je od dve tatke na viSem potencijalu. Zato je potrebno da se uvedu
konvencije tako da naponi i struje u kolu mogu lako da se odrede. U slu¢gju da je stvarni smer
struje suprotan od usvojenog, struja ¢e imati negativnu vrednost. U slu¢gju da smo usvojili kao
vi§ potencijal u nekoj tatku u odnosu na drugu, tada ¢e vrednost potencijala biti negativna.
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Na dlici 3.2. sa Vag je oznaten napon izmedu tataka A i B. Znaci + i — oznacavaju
referentni smer napona Vag. Ako je Vag>0, onda je tatka A koja ima oznakom + na visem
potencijalu od tacke B koja ima oznaku — za potencijal. Ako je Vag< 0, tada je tatka A sa
oznakom + na nizem potencijalu od tacke B sa oznakom —. Znak — ne mora da se piSe jer seon
uvek pridruzuje drugom kraju za Vag. Indeks uz oznaku za napon pokazuje koji je pozitivan
polaritet, tako Sto se za Vg podrazumeva da je A na + a B na— Referentni smer napona se
moZze proizvoljno usvojiti. Na primer za kolo sa dike 3.2, neka je vrednost napona Vag=3 V; to
znaci da je potencijal tacke A veti za 3V od potencijala tacke B. Kada se referentni smer
usvoji da je + kod tacke B, tada je vrednost napona Vg negativna, Vea=—3 V; §to znadi da je
Vag=—Vea=—3V; ponovo se dobijadaje tatka A naviSem potencijalu.

A A
o — o —
o & _ &
Fii Kool Fips, == Fagi kol
L L |
o— o———
B B

Slika 3.2. Oznadavanje polariteta naponaizmedu tacaka A i B.

Nadlici 3.3. strelicom je oznagen referentni smer za struju ¢, tako da ona potice od
tatke A do tatke C. Ako je Iac>0, onda je stvarni smer struje isti sa referentnim smerom, a ako
je 1ac<0, onda je stvarni smer struje suprotan referentnom smeru, Iac= —lca. Nekaje Iac=4 A;
stvarni smer struje je identi¢an sa nacrtanim referentnim smerom, a amplituda struje je 4 A.
Ako bi usvojeni smer bio suprotan, I, tada bi vrednost struje bila Ica=—lac=—4 A; stvarni
smer struje bio bi isti kao u prvom slu¢aju.

y: Lip € A Tox €
T e—— T | = el — |
Kolo 1| Fag Ve [Kolo 2| [Kolo 1] Fag Vi [Kaolo 2
fom & s fan "
B (] B ]

Slika 3.3. Oznacavanje referentnog smera za struju izmedu tacaka A i C.

U praksi se ¢esto ne pise indeks uz struju, ali se on podrazumeva na osnovu slike.
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Na dlici 3.3. nacrtani su naponi i struje za ducg kada se andizirgu vremenski
nepromenljive struje i naponi, ili se oznatavaju srednje vrednosti (kasnije ¢e u slucgju
sinusoidalnih vrednosti oznatavati amplitudeili efektivne vrednosti).

A i)

Kolo | vl Kolo 2

- i)
o =

Slika 3.4. Oznacavanje polariteta vremenski promenljivog naponai referentnog smera za
vremenski promenljivu struju.

Na dlici 3.4. nacrtani su vremenski promenljivi naponi i struje sa usvojenim
referentnim smerovima.

Neophodno je specificirati vrednost i polaritet svih napona i usvojenih smerova svih
struja u kolu. Oznatavanje sa + kod napona ili strelicom za struje dobija se kompletna
predstava. Alternativno, prvo slovo u indeksu uz napon pokazuju koja tacka je usvojena da je
na viSem potencijalu, a kada je struja u pitanju, smer struje je od prvog slova ka drugom slovu
u indeksu. Ako se kod napona izostavi drugi indeks, tada se podrazumeva da je + uz ¢vor Koji
je napisan u indeksu napona. U slucaju struje, ako ona u indeksu ima samo redni broj struje,
tada se usvojeni smer prikazuje nadlici kola.

U elektrotehnici neki element moze da prima energiju od nekog kola za koje je
priklju¢en preko ¢vorova kao na dlici 3.4. U zavisnosti od elementa, element moZe da predaje
energiju ostatku kola. Smer prenosa energije zavisi od znakova napona i struje, i njihovih
vrednosti.

Na primer, zakolo sa slike 3.3., pretpostavimo da je u jednom trenutku napon izmedu
tacaka A i B jednak Vag=3V, adaje struja u gornjoj grani pozitivna: Iac=1 A. Zakolo 2 se
kaZe da prima energiju i on se naziva pasivni element, zato &to pasivni element troS energiju i
pretvaraje u neku drugu vrste energije, na primer u toplotnu energiju. Ovo vaZi i kada su struje
promenljive. Dobija se pozitivnasnagap=i Vag= 4 W.

Kolo 1 predaje energiju kolu 2 i kolo 1 odrzava napon koji podrZzava tok struje u kolo
2. U ovom sluéaju, kolo 1 se naziva aktivni element, izvor ili generator.

Ako pretpostavimo da smo drugacije oznacili polaritete napona i referentni smer
struje, tako da su napon i struja negativni, vag=—-3V i strujai =—1 A, tada ¢e kolo 2 i dalje
imati pozitivnu snagu 3 W (pasivni el ement), akolo 1 negativnu -3 W (generator).

Napon i struja mogu biti konstantni ali i vremenski promenljivi; zato se i snaga moze
menjati savremenom i tada se oznatava sap(t).

Preneta energije od trenutka t; do trenutka t, moZe se odrediti integraljenjem
jednacine za snagu:
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W=Tpdt=Tvi dt (40)

t t

Kao zakljutak moZe da se konstatuje da je za tacno izratunavanje snage potrebno
striktno koristiti usvojene oznake za polaritet napona na elementu i smer struje kroz element.
Referentni polaritet napona na prikljuénim ¢vorovima izmedu kojih je povezan neki element i
referentni smer struje kroz element, moraju biti tako usvojeni da pozitivni prikljucak napona
bude kod one tacke elementa u koju ulazi referentni smer struje.

3.4 Modelovanje elektriénih elemenata i sistema

Za andliziranje osobina elementa ili sistema, ¢esto se koriste matematicki modeli.
Modelovanje je proces predstavljanja fizickog elementa ili sistema na nacin koji omogucava
primenu matematickih izraza. UproStavanje modela se izvodi usvajanjem izvesnih pretpostavki
kojima se ne uti¢e na bitna svojstva elementa, a sama analiza daje dovoljno dobre rezultate koji
prikazuju sustinu i ngjvaznije osobine. U prirodi ni jedan element nije idealan i takav da se
mozZe sa sigurnoXu tvrditi da je model tatan. Kada bi se u praksi uvek radilo sa ta¢nim
modelima, analize bi mogle da budu veoma komplikovane; tada bi bilo teSko odrediti su&tinska
svojstva elementa ili sistema. U praksi se ngjpre ovladava najjednostavnijim modelimai &to je
moguée jednostavnijim matematickim aparatom; tek kada se razumeju sva bitna svojstva,
postepeno se mogu koristiti sloZeniji modeli onda kada je potrebno uociti neke druge manje
vaZzne 0sobine elemenata.

U andizi elektricnih kola jedna od najvaznijih pretpostavki jeste da se osnovne
karakteristike elektri¢nih elemenata mogu predstaviti jednostavnim matematickim aparatom, a
da su elementi povezani idealnim provodnicima. U situaciji kada ovakav uproS¢eni pristup ne
daje dovoljno tacan rezultat, svaki element se moze predstaviti kombinacijom veceg broja
osnovnih elemenata, a i same veze elemenata mogu da se aproksimiraju kombinacijom
osnovnih elemenata. U nekim slucgjevima ova uproStenja ne vaze;, tada morgju da se
primenjuju drugaciji matematicki modeli u cilju boljeg razumevanja analiziranih pojava.

3.5 Idealni elektriéni elementi

Idealni elektricni elementi su kompletno opisani matematickom relacijom koja daje
vezu izmedu napona na elementu i struje kroz element. Koriste se osnovne aritmeticke
operecije, diferenciranje i integrali. Posebno ¢e biti analizirani pasivni elektricni elementi a
posebno aktivni. U sustini svake analize jeste da se prenosi neka informacija koju treba odvojiti
radi identifikacije i koriS¢enja. U jednom sluéaju aktivni element se koristi kao izvor
informacijeili smetnje koja onemogucava identifikaciju informacije. U drugom slu¢aju, aktivni
dementi se koriste da bi se pojacala informacija tako da je moZzemo jasnije i ta¢nije
identifikovati. Generatori se koriste kao aktivni elementi koji obezbeduju energiju za neke
druge potrebe, na primer za grejanjeili pokretanje motora. Pasivni elementi mogu da se koriste
kao selektivna kola u cilju odvajanja Zeljene informacije, ali i kao element koji ima svoju
korisnu svrhu, kao &o je grejanje grejaca u bojleru, pretvaranje elektricne energije u svetlosnu,
pretvaranje elektricne energije u mehani¢ku energiju. U danasnje vreme od posebnog je
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Znacaja da se racionalno Koristi energija; u skoro svim primenama poZeljno je da se korisni
efekti dobiju sa minimalnim nepotrebnim tro3kovima. Zbog toga je modelovanje elektri¢nih
elemenatai poznavanje osobina osnovnih elemenata kljuéno za efikasno koris¢enje energije.

3.6 Idealni pasivni elektri€éni elementi

Pasivni elementi su oni koji ne mogu da stvore energiju. Neki elementi mogu da
prihvate i ¢uvaju energiju a zatim da tu energiju vrate u kolo sa kojim su povezani. Ideani
pasivni elektricni elementi su otpornik, kalem i kondenzator. Kondenzator moze da prihvati
naelektrisanje od baterije koja se koristi kao generator, ali zatim moze i da to naglektrisanje
vrati u kolo u kome se nalazi, i tada se prakti¢no ponaSa kao generator. Medutim, kondenzator
moZe da vrati samo onu energiju koju je primilo, a kada svo naelektrisanje prenese na druge
elemente, ono ne moZe da generiSe novo naglektrisanje. Kondenzator moze da se ponasa kao
element koji ¢uva energiju, ali ne mozZe i da je stvori. Zato se kondenzator ¢esto koristi kao
memorijski element. Kondenzator koji je prazan i bez naelektrisanja, ne moZe da stvori
energiju i da se ponaSa kao generator ili aktivni element.

Idealni pasivni elementi se mogu opisati matematic¢kim relacijama gde se napon na
elementu izrazava preko struje kroz element:

. di 1.
v=Ri, v=L—, v=—|idt 41
i el @
U nekim situacijama je pozeljno da se strujaiskaze preko napona
i=Zv, i=Zfvat, i-c¥ 42)
R L dt

Otpornik se koristi za predstavljanje linearne zavisnosti napona i struje, smbol za
otpornost je R Kalem i kondenzator se koriste kada treba modelovati elemente koji se
predstavljgju koris¢enjem diferencijalnog ratuna i integrala za vezu izmedu napona i struje
pasivnih elemenata. U matematickom modelu se induktivnost kalema oznatava sa L a
kapacitivnost kondenzatora sa C.

Otpornik predstavlja komponentu koja primljenu elektricnu energiju pretvara u toplotnu
energiju. Konstanta R u prethodnim relacijama predstavlja otpornost otpornika i izrazava se
jedinicom om, umesto koje se ¢esto koristi gréko slovo Q.

Kalem predstavlja komponentu koja primljenu elektri¢nu energija pretvara u magnetsko
polje, a zatim tu energiju moze da vrati elektricnom kolu sa kojim je povezan preko prikljuénih
krajeva. Kalem ne moZe da vrati viSe energije nego Sto je primio, zato $to je to pasivni element.
Konstanta L predstavljainduktivnost kalemai izraZzava se jedinicom henri — H.

Kondenzator predstavlja komponentu koja primljenu elektri¢nu energiju pretvara u

elektricno polje. Konstanta C predstavlja kapacitivnost kondenzatora. Kapacitivnost se
izraZzavajedinicom farad — F. Ekvivalentnajedinica zafarad je kulon/volt (F=C/V).

Veiki broj elektricnih i elektronskih kola moZe da se opiSe sa ova tri pasivna elementa,
ukljucujudi i izvore (generatore) koji ¢e biti definisani u narednom delul.
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3.6.1 Otpornik

Otpornik se koristi za predstavljanje linearne zavisnosti napona i struje. Na dici 3.5.
nacrtan je simbol koji se ngj¢esée koristi u praksi za crtanje otpornika u elektri¢cnim Semama.

v(t) =Rit), i(t) :%v(t) (43)

Kada se andiziraju naponi i struje koji imaju konstantnu vrednost i ne menjaju se
tokom vremena, napon i struja se mogu predstaviti naiisti nagin

VR 1=y (44)
R
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Slika 3.5. Idealni otpor nik.

Otpornici se nazivaju joS i rezistivni elementi. Otpornost zavisi od vrste materijala od
koga je napravljen otporni.

3.6.2 Kondenzator

Kondenzator se Koristi za predstavljanje struje koja je srazmerna prvom izvodu napona.
Na dlici 3.6. nacrtan je simbol koji se ngj¢este koristi u praksi za crtanje kondenzatora u
elektri¢nim Semama
dv(t)

v(t) =é i, i)= CT (45)
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Slika 3.6. |dealni kondenzator .

Kada se analizirgju naponi i struje koji imaju konstantnu vrednost i ne menjaju se
tokom vremena, struja kroz kondenzator je uvek jednaka nuli
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V=V,, |=0 (46)

Ako se posmatra usamljeno naelektrisano telo ¢ije je naelektrisanje Q, a potencijal u
odnosu na referentnu tacku u beskonagnosti za koju smo usvajili da je potencijal jednak nuli,
tada je potencija linearno srazmeran sa nagektrisanjem Q. Ako bi se udvostrucilo
naelektrisanje, tada bi i potencijal tog usamljenog tela bio dvostruko vedi.

Ako postoje dva tela koja su naelektrisana istom koli¢inom naelektrisanja ali suprotnog
znaka, tada se mozZe napisati da je naelektrisanje Q srazmerno razlici potencijalata dvatela, a
konstanta srazmernosti se naziva kapacitivnost C. Ako se potencijali, razlika potencijala i
opterecenje menjgju u funkciji vremena, tada se opterecenje, potencijali i napon pisu malim
slovom

Q=C(V,-V)=CU, q)=C(v,(t)-Vv_(t))=Cu(t) (47)

Iz ovihizraza dedi daje napon naterminalima kondenzatora srazmeran naelektrisanju
u sucgju da se opterecenje ne menja u funkciji vremena, a da kroz kondenzator ne proti¢e
struja

Q=CV,, 1=0 (48)

U ducaju kada se kondenzator realizuje sa dve ravne provodne ploce povrsine S koje
su na rastojanju d jedna od druge, a izmedu ploca je dielektrik, tada se kapacitivnost moZe
izracunati na sledeci nacin

C= Q_ a§ (49
U d

U vakuumu je vrednost za e = ¢, .
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-+ I k- =

I g = et

i Virlih el

Slika 3.7. Idealni polarisani kondenzator.

U nekim slu¢ajevima, a posebno kada je potrebno da kapacitivhost kondenzatora bude
veoma veliki, jedna od elektroda kondenzatora mora uvek da bude na visem potencijalu od
druge, $to se Sematski prikazuje kao na dlici 3.7. U praks se koriste i drugaciji simboli za
polarisane kondenzatore, ali se uvek elektroda koja treba da bude na viSem potencijalu
oznacava znakom +.

3.6.3 Kalem

Kaem se koristi za predstavljanje napona koji je srazmeran prvom izvodu struje. Na
slici 3.8. nacrtan je simbol koji se ngj¢esée koristi u praksi za crtanje kalema u elektricnim
Semama.
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di(t)

v(t) = LT

BENT(3) :% [vitydt (50)

Slika 3.8. |dealni kalem.

Kada se analizirgju naponi i struje koji imaju konstantnu vrednost i ne menjaju se
tokom vremena, napon na kalemu je uvek jednak nuli

V=0, I=I, (51)

Kolo na krajevima kalema mora da bude povezana sa drugim elementima da bi mogla
da tece struja ly, a ako kalem nije povezan sa drugim elementima tada je i struja kroz kalem
jednakanuli.

3.7 Idealni nezavisni elektriéni izvori

Cesto se u praksi ngjpre analizirgju idealni elementi, a zatim se andlizira &a se de3ava
ako elementi nisu idealni. Ovakav pristup omogucava da se na brz i efikasan nagin uradi
analiza kola, kao priblizno tacno reSenje, a kasnije se posmatra Sta se deSava usled odstupanja
od idealnog modela.

Idealni naponski izvor odrzava napon v(t) na svojim priklju¢nim krajevima nezavisno
od struje koja prolazi kroz njega. Teorijski, struja bi mogla da bude i beskonacno velika kada bi
prikljuéci naponskog generatora bili kratko spojeni, §to bi znacilo da takav izvor moze da
generiSe beskonatnu snagu. Fizi¢ki nije moguce da se proizvede beskonatna snaga, a u
slu¢ajevima kada se kratko spoje priklju¢ci naponskog generatora, generator moze da se osteti.
Akumulator u automobilu, kao primer naponskog izvora, brzo ¢e se isprazniti, a provodni
kablovi kojima su kratko spojeni prikljucci ¢e setoliko ugrejali da ¢e seistopiti izolacijaili ¢ak
prouzrokovao poZar. Zato treba imati na umu da idealni modeli komponenata predstavljaju
aproksimaciju realnih komponenata samo pod uslovima ispravnog kori&enja (na primer da se
ne spajaju prikljuéni kontakti naponskog izvora).

3.7.1 Idealni nezavisni naponski izvori

Idealni nezavisni naponski izvor je aktivni element koji odrZzava napon izmedu njegovih
pristupnih krajeva nezavisno od struje kroz njega, odnosno, nezavisno od toga koji su drugi
elementi priklju¢eni na njega (podrazumeva se da dva razli¢ita idealna nezavisna naponska
izvor nisu spojena haiste prikljucke, kao i da prikljucni krajevi nisu kratko spojeni). Vrednost
napona nezavisnog naponskog izvora moZe hiti konstantna koja se oznatava velikim slovom,
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V, (kao kod elektrohemijskih baterija), ili neka funkcija vremena v(t). Simbol koji se ngj¢este
koristi za predstavljanje idealnih naponskih izvora prikazan je na dlici 3.9. Znak + u krugu
oznatava prikljucak koji odgovara referentnom polaritetu naponaizvora.

nri

= 5 | =
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Slika 3.9. Idealni nezavisni naponski izvor.

Slika 3.10. Idealni nezavisni naponski izvor jednosmer nog nhapona.

Na dlici 3.10. je nacrtan idealni naponski izvor koji daje konstantan napon kao &to je
duég sa baterijama ili akumulatorom u automobilu. DuZa crta ozna¢ava terminal generatora
kgji je na pozitivnom potencijalu, a ¢esto se ova elektroda ozna¢avai dodatnim simbolom +.

3.7.2 Idealni nezavisni strujni izvor

Idealni nezavisni strujni izvor odrZava struju izmedu dva pristupna kraja nezavisno od
prikljuéenih drugih elemenata izmedu pristupnih krajeva. Vrednost struje nezavisnog strujnog
izvora moze hiti konstantna | ili funkcija vremena i(t). Za predstavljanje simbola idealnog
strujnog izvora u ovoj knjizi se koristi krug sa strelicom koja pokazuje referentni smer struje
kroz izvor, kao &to je prikazano nadlici 3.11.
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Slika 3.11. Idealni nezavisni strujni izvor.

Ukoliko prikljucci idealnog strujnog generatora nisu povezani sa ostatkom kola,
teorijski bi napon na krgjevima strujnog generatora bio beskonacno veliki, o nije moguée da
seredlizuje u praksi. Sdruge strane, ako bi kratko spgjili prikljucke strujnog generatora, tada bi
napon na strujnom generatoru bio jednak nuli. Nije dozvoljeno vezati na red dva idealna
strujna generatora koji daju razlicite struje, zato Sto ne moZe da se odredi struja u grani u kojoj
se nalaze oba strujna generatora.

3.8 Idealni zavisni (kontrolisani) elektriéni izvori

Idealni izvori znacajno pojednostavljuju reSavanje kola, ai postoje situacije kada idealni
modeli ne mogu da se primene u svim situacijama (kao $to su paralelno vezani idealni
naponski izvori ili dvaidealna strujna generatora u istoj grani).

Osnovna karakteristika idealnih nezavisnih naponskih izvora jeste da odrzavaju napon na
pristupnim krajevima nezavisno od toga Sta se deSava u ostatku kola. Takode, idealni nezavisni
strujni izvor odrZzavaju struju u grani u kojoj se nalazi izvor, nezavisno od toga Sta je joS
priklju¢eno ovoj grani kola.

Zavisni idealni naponski i struji izvor ponaSaju se kao nezavisni izvori, s im da je
vrednost naponaili struje odredena nekim drugim naponom ili strujom u kolu. U ovoj knjizi,
koristice se zavisni izvori za modelovanje aktivnih elektronskih elemenata, kao $to su, na
primer, tranzistori i pojacavadi.

Postoje ¢etiri tipa idealnih zavisnih izvora, zavisno od toga da li su naponski ili strujni i
dali su naponski ili strujno kontrolisani. Zavisni izvori imgju dva para priklju¢ka. Sa ulaznog
para priklju¢aka uzima se velic¢ina koja kontrolise izvor, aizlazni par prikljucka daje struju ili
napon kontrolisanog izvora. Konstanta proporcionalnosti mogu da bude bezdimenzione
konstante, jer je generisani napon funkcija drugog napona, ili generisana struja funkcija druge
struje. Konstante se ¢esto nazivaju naponsko ili strujno pojacanje, iako u nekim slu¢agjevima
pojatanje moze biti manje od 1. Ukoliko od upravljacke struje zavisi koliki ¢e biti napon, ili od
kontrolnog napona zavis kolika ¢e bhiti struja, tada konstante proporcionalnosti imaju
dimenziju otpornosti ( i nazivaju se transimpedansa) ili imaju dimenziju reciprocne otpornosti
(naziva se transkonduktansa).
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3.8.1 Naponski kontrolisani naponski izvor

Naponski kontrolisani naponski izvor generiSe napon v(t)= uvo(t) koji je srazmeran
drugom naponu vy(t), a konstanta proporcionalnosti u je bezdimenziona. Vrednost struje zavisi
od toga Sta je vezano na generatoru napona sa desne stran na dlici 3.12.

K
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Slika 3.12. Naponski kontrolisani naponski izvor.

Cesto se u praksi koristi kruzni simbol za kontrolisani generator, a u ovom udzbeniku se
namerno usvaja simbol koji nedvosmisleno ukazuje daje u pitanju kontrolisani izvor.
3.8.2 Strujno kontrolisani naponski izvor

Strujno kontrolisani naponski izvor, koji je nacrtan na slici 3.13. generiSe napon v(t)=
rig(t) koji je srazmeran struji ig(t). Konstanta proporcionalnosti r ima dimenziju otpornosti.
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Slika 3.13. Strujno kontrolisani naponski izvor.

3.8.3 Naponski kontrolisani strujni izvor

Naponski kontrolisani strujni izvor, prikazan na dlici 3.14. generiSe struju koja je
Srazmerna haponu Vg(t). Konstanta proporcionalnosti g je recipro¢na vrednost otpornosti.

f=Evy
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Slika 3.14. Naponski kontrolisani strujni izvor.

3.8.4 Strujno kontrolisani strujni izvor

Strujno kontrolisani strujni izvor generiSe struju koja je srazmerna drugoj struji io(t), a
konstanta proporcionalnosti 8 je bezdimenziona. Podrazumeva se da je kolo sa desne strane na
dlici 3.15. zatvoreno drugim elementima.
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Slika 3.15. Strujno kontrolisani strujni izvor.

O

Kao i u duéaju nezavisnih naponskih i strujnih izvora, naponski izvor ne sme da bude
kratko spojen jer bi tada tekla beskonatna struja. |zlazni pristupi strujnih izvora ne bi smeli da
budu otvoreni, zato $to je tada napon beskonacno veliki, &o nije moguce prakticno realizovati.
Sva ograni¢enja koja vaZe za nezavisne izvore, vaZze i za kontrolisane izvore.
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4 Kola sa stalnim jednosmernim
strujama

Kola sa stalnim jednosmernim strujama sastoje se samo od otpornikai izvora konstantnog
napona ili struje. Kalemovi se mogu zameniti kratkim spojem, a kondenzatori raskinutom
vezom. Jednatine koje opisuju takva kola su linearne, tako da se linearni sistem jednacina
moZe lako resiti. Kod kola sa stalnim jednosmernim strujama lako se objasnjavaju osnovni
zakoni, kao $to su Omov zakon, prvi i drugi Kirhofov zakon, a kasnije se mogu ovi zakoni
generalizovati naslu¢aj sapromenljivim strujamai naizmeniénim strujama.

4.1 Omov zakon

Omov zakon u andizi kola sa stalnim jednosmernim strujama definiSe zavisnost napona
od struje samo kod otpornika. Napon na otporniku izratunava se kao proizvod konstante R i
struje kroz otpornik

V=Rl (52)

Konstanta proporcionanosti predstavlja osnovnu karakteristiku otpornika i naziva se
otpornost otpornika, a oznacava se simbolom R. Jedinica za otpornost je om (€2). Otpornici se
prave razli¢itim tehnolodkim postupcima; namotavanjem Zice odredene specifi¢ne otpornosti
na keramicki valjak, nanoSenjem metalnog ili ugljenog filma na kerami¢ku podlogu. U
integrisanim kolima, otpornici se prave kori&enjem tranzistora, ali oni se u kolu i dalje
ponaSaju kao pasivni elementi. Vrednosti otpornosti koje se srecu u elektrotehnici i elektronici
se krecu od nekoliko desetinamQ do nekoliko stotina MQ.

Provodnost otpornika G se izracunava kao recipro¢na vrednost otpornosti:

1
G=—- 53
R (53)
Jedinica za provodnost je simens (S). Omov zakon moze da seizrazi i preko provodnosti:

| =GV (54
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Otpornik je pasivni element koji elektri¢énu energiju pretvara u toplotu. Snaga otpornika
se racuna kao proizvod struje i napona:

Slika 4.1. Omov zakon.
P=VI (55)

Snaga na otporniku se moZze izraziti preko otpornosti i napona, ili preko otpornosti i
struje. Umesto otpornosti moze se koristiti provodnost:
2 2
P:VI:RIZ:V—:GVZ:I— (56)
R G
Specijani ducagjevi otpornosti su kada postoji kratak spoj prikljucaka otpornosti, i tada je
otpornost jednaka nuli, o je ekvivaentno kao da provodnost ima beskonacno veliku vrednost:

R=0 ili Go>w (57)

Kada su prikljucni krajevi otpornika kratko spojeni, to se skraceno naziva kratak spoj.
Napon izmedu ¢vorova kola koji su kratko spojeni jednak je nuli, dok struja kroz kratak spoj
moze imati bilo koju vrednost. Ako se pretpostavi da struja nema beskonacnu vrednost i daje
ograni¢ena ostalim elementima u kolu, tada je proizvod konatne vrednosti struje i nulte
vrednosti otpornosti razlog da je napon izmedu dve kratko spojene tatke u kolu jednak nuli. U
kolu stalnih jednosmernih struja, kalem se zamenjuje kratkim spojem.

Drugi karakteristicni specijalni ducg je kada provodnost ima nultu vrednost, o je
ekvivalentno kao da otpornost ima beskonatnu vrednost

G=0 ili R>o (59)

Beskonacna otpornost izmedu dva prikljuéna krga naziva se otvorena veza. Napon
otvorene veze moZe da ima bilo koju vrednost i ta vrednost je odredena drugim elementima
vezanim u kolo. Podrazumeva se da napon nema beskonacnu vrednost. Struja je jednaka nuli
zato $to je proizvod konagne vrednosti naponai nulte provodnosti. U kolu stalnih jednosmernih
struja, kondenzator se zamenjuje otvorenom vezom.

4.2 Elektriéno kolo

lako smo vec i ranije navodili pojam elektricnog kola, sada ¢e biti data i definicija
Elektri¢no kolo predstavljavezu dvaili vise elemenata (u ducaju stalnih jednosmernih strujato
su otpornici i haponski i strujni izvori, akalem i kondenzator se zamenjuju kratkim spojem ili
otvorenom vezom). Povezivanje elemenata se vrSi provodnicima. Otpornost provodnika koji se
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koristi za kratak spoj, mozZe se zanemariti. Smatra se da je otpornost provodnika koji povezuje
elemente jednakanuli.

U teoriji elektri¢nih kola se ¢esto koriste pojmovi iz matematickih oblasti kao Sto je
teorija grafova. Posmatrajmo primer elektricnog kola nacrtanog na slici 4.2. koje se sastoji od
tri otpornika, jednog nezavisnog strujnog generatorai jednog nezavisnog naponskog generatora
(nadlici 4.3. upotrebljen je drugaciji simbol za naponski generator koji se koristi u analizama
jednosmerne struje).
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Slika 4.2. Primer elektri¢nog kola.

Cvor kola pokazuje da su dve veze kratko spojene. Cvor kola je tatka spajanjadve granei
dvaili vise elemenata kola. Na dlici 4.2. ¢vorovi su oznaceni tackamai slovimaA, B, Ci D.
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Slika 4.3. Primer elektri¢nog kola u analizi sa jednosmernim strujama.

Striktno posmatrano, grana je deo kola koji sadrZi samo jedan element, a ¢vorovi su na
krajevima elemenata (AB grana sadrZi otpornik R;, BC grana sadrzi otpornik R;, AD grana
sadrzi otpornik Rs, BD grana sadrzi naponski generator V, a CD grana sadrZi strujni generator
Is). U Sirem smislu, u praksi se ¢esto koristi termin za granu koja sadrZi rednu vezu elemenata,
pri ¢emu se grana zavrSava parom ¢vorova (grana BD sadrZi rednu vezu otpornika Ry i Ry).

Petlja predstavlja bilo koji zatvoreni put kroz kolo tako da se kroz jedan ¢vor moze prodi
samo jednom (u petlji ACDA nalaze se ¢vorovi A, Ci D i zatvara se u ¢vor A, u petlji BCDB
nalaze se ¢vorovi B, Ci D i zatvara se u ¢vor B, au petlji ABCDA nalaze se ¢vorovi A, B, Ci
D i zatvarase u ¢vor A). Zakolo sa slike 4.2. ne postoji viSe ni jedna petlja koja samo jednom

prolazi kroz neki ¢vor.
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Termin kontura se koristi za petlju koja ne sadrZi u sebi ni jednu drugu petlju (ABDA,
BCDB). Za primer sa prethodne dike, sa dve petlje, ABDA i BCDB, obuhvacene su sve grane
elektriénog kola najmanje jednom, stim da je grana BD dva puta sadrZzana u ove dve petlje.

4.3 Prvi (strujni) Kirhofov zakon

Kirhofovi zakoni dobili su naziv po nemackom fizicaru Gustavu Kirhofu. On je
formulisao dva osnovna zakona koji opisuju ponaSanje elektri¢nih kola.
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Slika4.4. Primer elektriénog kola u analizi sa jednosmernim strujama.

Prvi Kirhofov zakon, koji se joS naziva i strujni Kirhofov zakon, odnosi se na struje u
¢voru: Algebarska suma struja koje uticu u makoji évor kolajednakaje nuli.

ih:o (59)

Zakolo sa slike 4.4. su nacrtane sve struje u blizini svih ¢vorova. Mora se voditi rauna
da jednom ozna¢ena struja uvek imaisti smer kretanja kroz kolo, kao $to je to uradeno za sve
tri struje I, I, i 1. Ukupan broj struja jednak je ukupnom broju grana, a to je N=3. Ako se
posmatra ¢évor A, tada struja I, ulazi u ¢vor i izlazi iz ¢vora A; po strujnom Kirhofovom
zakonu vazi -1, +1, =0. Ako se posmatra ¢évor C, tada struja |, ulazi u ¢vor i izlazi iz ¢vora

C; po strujinom Kirhofovom zakonu se dobija —I, +1, =0. Ove dve jednatine ne doprinose
izradunavanju jer iz njih proizilazi identitet, 1, =1, i |,=1,. Kada se napisu jednatine za
¢vorove B i D, dobijase |, +1,+1,=0 i —1,—1,—1,=0. Zakolo sa dike 4.4. dovoljno je

napisati jednacine za samo jedan ¢vor, na primer za ¢vor B, zato $to jednacina za ¢vor D daje
iste vrednosti, ajednagine zacvorove A i C se svode naidentitet.

Usvojicemo pravilo da se struje koje ulaze u ¢évor uzimaju sa znakom +, a struje koje
izlaze iz ¢vora sa znakom -. To zn&i da se struje ¢ija je referentna orijentacija ka ¢voru
uzimaju se sa pozitivnim predznakom, dok se struje ¢ija je referentna orijentacija od ¢vora
uzimaju sa negativnim predznakom (posto je zbir struja jednak nuli, moze da se usvoji i
suprotna konvencija).

U praks se ¢esto korigti jos jedna formulacija prvog Kirhofovog zakona: suma struja koje

uticu u bilo koji ¢vor kola jednaka je sumi struja koje isticu iz istog ¢vora. U opStem slucaju
zbir strujaje jednak nuli i ako obuhvatimo deo kola zatvorenom linijom.
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Zakolo sadlike 4.4. jednu od struja moZemo odmah da odredimo zato &o je identi¢ha sa
strujom nezavisnog strujnog izvoral,= s, Dabi izratunali sve struje u kolu sa dlike 4.4. imamo
samo jednu jednacinu po prvom Kirhofovom zakonu za ¢vor B a dve nepoznate struje ;i 13. S
druge strane, kako ne znamo kolika je struja kroz naponski generator (ato je I3), neophodno je
da napiSemo bar jos jednu jednacinu iz koje ¢e moci da se odredi nepoznata strujal ;.

4.4 Drugi (naponski) Kirhofov zakon

Drugi Kirhofov zakon, koji se joS nazivai naponski Kirhofov zakon, odnosi se na napone
u kolu: Algebarska suma napona u bilo kojoj petlji kolajednakaje nuli.

ivj -0 (60)
j=1

U prethodno jednacini sa V; je oznacen napon na j-toj grani petlje. U petlji ima ukupno N
grana. Usvgja se da se naponi na granama ¢ija je referentna orijentacija suprotna orijentaciji
petlje uzimaju sa pozitivnim predznakom, a da se naponi na granama ¢ija je referentna
orijentacija ista sa orijentacijom petlje uzimaju sa negativnim predznakom. (Isti rezultat se
dobijai kada se usvoji suprotna konvencija)

Zagranu ABDA moZe da se napiSe jedna jednacina koja obuhvata sve napone u petlji:
+Vag+Vep+Vpa =0.
Ako sada napone izrazimo koris¢enjem Omovog zakona, tada ova jednagina postagje;
+Ry [1+V+ Ry | =0.

Iz ove jedn&ine se odreduje struja |4, 1= — VI(Ri+ Rs). Nema svrhe pisati jedn&ine za petlje
BCDB ili ABCDA zato &o se ne zna koliki je napon na krajevima strujnog generatora. Struju
I3 moZe da se izratuna koriste¢i jednaginu po prvom Kirhofovom zakonu

ly=-1,-1s=VI(R+R)—1Is

ReSavanje elektri¢nog kola podrazumeva daizracunamo sve struje i napone u kolu.

4.5 Paralelna i redna veza otpornika, razdelnici
naponai struje

Prvi i drugi Kirhofov zakon su dovoljni da se opiSe svako elektri¢no kolo. Medutim,
ako deo kolaima jedan par ¢vorovai kolo mozZe da se zameni ekvivalentnim elementom kao da
je jedna grana, tada se zna¢ajno moZe uprostiti. Na primer, veci broj otpornika koji su redno
vezani moZe se zameniti jednom granom sa jednim otpornikom. Sli¢no, ako je veci broj
otpornika paralelno povezan izmedu dva ¢vora, petlje izmedu otpornika se mogu eliminisati
tako da ostane samo jedna grana. U nekim slu¢ajevima je jednostavnije da se prvo modifikuje
kolo, zatim reSi kolo i na kraju odrede naponi i struje originalnog kola. Naj¢este koriséene
transformacije su rednai paralelnavezaveceg broja otpornika.
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451 Serijska (redna) veza otpornika

Serijskaili redna veza otpornika prikazana je na dlici 4.5. Redna veza otpornika dobija se
kada se n otpornika nadovezuje jedan na drugi tako da ista struja te¢e kroz sve otpornike. Za
jedinu petlju u kolu se moZe napisati jednacina po drugom Kirhofovom zakonu:

V=R +RI ++RI,=(R+R+-+R)I, (61)
V=R, (62)

Jedan od ¢vorova je odreden kao referentni i oznagen kao nulti, a simbol uzemljenja
(mase) se koristi da bi se lakSe uocilo koji su to ¢vorovi elektricnog kola za koje treba
izragunati potencijal. Pocev od ¢vora 1 do O protice ista struja kroz sve elemente, a napon ¢vora
1 ne sme da se promeni nakon odredivanja ekvivalentnog otpornika. Svi otpornici koji su
vezani nared mogu da se zamene samo jednim otpornikom kroz koji tece ista struja, kao i kroz
svaki pojedinatni otpornik, a napon u ¢voru 1 jeisti u originalnom elektricnom kolu i u kolu sa
ekvivaentnim otpornikom Rs.
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Slika 4.5. Serijska (redna) veza otpornika.

Ako naponski izvor daje napon V, a struja kroz izvor je Is, tada se redna veza otpornika
moZe predstaviti jednim otpornikom ¢ijaje ekvivalentnu otpornost Rs:

R=R+R+-+R (63)

Ekvivalentna otpornost redno vezanih otpornika jednaka je zbiru pojedinatnih
otpornosti.

45.2 Delitelj (razdelnik) napona

Posmatrajmo dva redno vezana otpornika, kao na dlici 4.6. Na osnovu prethodne relacije
za rednu vezu otpornika, ekvivalentna otpornost je jednaka zbiru otpornosti redno vezanih
otpornika. Zato jei strujel ista kroz oba otpornika:

_ Vv
R+R,

Naponi na serijski vezanim otpornicima su po Omovom zakonu proizvod otpornosti i
struje koja tece kroz otpornike:

| (64)

V, =Ry (65)
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VAL TRy (66)
R+R,

Ovo znadi da se u kolu sa dlike 4.6. napon izvora V deli izmedu otpornika Ry i Ry u
direktnoj srazmeri sa njihovim otpornostima. Zato se ovo kolo naziva delitelj (razdelnik)

napona.

[ i

Slika 4.6. Delitelj (razdelnik) napona.

45.3 Paralelna veza otpornika

Pretpostavimo da postoji kolo kod koga je veci broj otpornika (na primer n otpornika)
povezani izmedu dva ¢vora, tada se takva veza se naziva paralelna veza a prikazana je na dici
47.
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Slika 4.7. Paralelna veza otpornika.

Zagvor 1 nadlici 4.7. levo u kome su povezani naponski izvor i svih n otpornika moze se
napisati jednacina po prvom Kirhofovom zakonu:

[,=GV+GV +:-+GV =(G, +G, +--+ G,V (67)

Zaekvivalentni ¢vor 1 naglici 4.7. desno moZze se napisati:

1, =GV, (68)
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Izrazi su identi¢ni kao za rednu vezu otpornika, s tim da su umesto otpornosti napisane
provodnost, ai naponi struja su promenili mesta.

Ako su napon izvora V i struja kroz izvor Ip u oba kola na dlici 4.7. isti, onda se za
ekvivalentnu provodnost G, dobija:

G, =G, +G,+--+G, (69)
Ekvivalentna provodnost paralelne veze veceg broja otpornika jednaka je zbiru

pojedinacénih provodnosti. |zraz preko ekvivalentne otpornosti za paralelnu vezu veceg broja
otpornika moZe da se napise u slede¢oj formi:

141 1 .1 (70)
R R R R,

4.5.4 Delitelj (razdelnik) struja
Nasdlici 4.8. prikazana je para elna vezana dva otpornika.

Slika 4.8. Ddlitelj (razdelnik) struje.

Oba otpornika su priklju¢ena izmedu istih ¢vorova, zbog ¢ega je i napon na njima isti.
Kako je ekvivaentna otpornost dva paralelno vezana otpornika

1 RR,
= = 71
¥TT 1 ReR =
R R
Napon u ¢voru 1 moZe da seizrazi preko struje strujnog izvorai ekvivalentne otpornosti:
Vv, =1 ﬂ (72)
R+R,

Struje kroz svaki od otpornika se dobija po Omovom zakonu kao kolié¢nik napona u ¢voru
1i same otpornosti:

|- (73)
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R
lg = I 74
- “RR (74)

Strujaizvora | deli se izmedu otpornika R; i R, stim da je struja manja kada tece kroz
otpornik koji ima ve¢u otpornost. Ovakvo kolo, koje je nadlo veliku primenu u elektrotehnici,
naziva se delitelj (razdelnik) struje.

4.6 Transformacije trougao-zvezda i zvezda-
trougao

Transformacije veza otpornika iz trougla u zvezdu i iz zvezde u trougao su dve cesto
kori&¢ene transformacije u reSavanju elektriénih kola. Na dlici 4.9. je prikazano povezivanje tri
otpornika u trougao i u zvezdu. U stru¢noj literaturi na engleskom jeziku cesto se koristi
simbolicko oznatavanje za ove dve transformacije: A—Y i Y —A.
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Slika 4.9. Transfor macije trougao-zvezda i zvezda-tr ougao.

Da su ova dva kola ekvivaentna, potvrduje se time &o su naponi u ¢vorovima A, B i C
isti, aiste sui struje koje bi bile u granama koje su preko ¢vorova A, B i C povezivane saovim
kolom. Podrazumeva se da ¢etvrti ¢vor nije povezan sadrugim elementimaosimsaA, Bi C.

Kada je tre¢i ¢vor nepovezan, otpornost izmedu ma koja dva ¢évora u oba kola mora biti
ista. Koris¢enjem pravila za paralelno i redno vezivanje otpornika, dobija se:

RR+R)
6 = Ra 75
+Rg = R+R IR (75)
_ _R(R+R) 26
R =RatRe =2 R TR (76)
R(R +R)
Ry =R, =22 3 7
+Re R+R +R, (77)

ReSavanjem sistema jednatina po Ra, Rs i Rc, dobija se:

R, = _RR (78)
R+R+R
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__ RR 79
TRIRAR "
___RR 80
Re RTR 1R (80)
ReSavanjem sistemajednatinapo Ry, R, i Rs,, dobija se:

R = RiRe * RiRe + RoR: @)

Ry
R - RiR*RiR T RRe ©)

Re
R3= RARB+RQRC+RBRC (83)

Ove transformacije se obi¢no koriste kada nije direktno moguca primena transformacija
iz paralelnih u rednakolai obrnuto.

4.7 Sistem jedna€ina napona €évorova

Pod pojmom reSavanja elektri¢nog kola podrazumeva se odredivanje svih struja kroz sve
grane kolai odredivanje svih napon u svim ¢vorovimakola. Dabi se reSilo neko kolo, potrebno
je napisati sistem linearnih jednacina (kojih ima onoliko koliko ima nepoznatih), a koji se
sastoji od jednagina po strujnom i naponskom Kirhofovom zakonu, kao i jednatina elemenata
po Omovom zakonu. Broj jednatina treba da bude jednak broju nepoznatih velicina. Jedan
¢vor u kolu mozZe da se izabere kao referentni ¢vor tako da se svi ostali naponi racungju u
odnosu ha njega. 1ako moZe kao referentni ¢vor da se izabere bilo koji, ngjbolje je da se izabere
ongj u koji se stice najvise grana kola. U slucaju kada se za referentni ¢vor izabere ong koji je
zajednicki za strujneizvore, taj ¢vor se ngjéesce nazivamasai oznacava posebnim simbolom.

Sistem jednacina koji opisuje sve nepoznate promenljive u kolu moZze biti veoma veliki,
Sto zahteva rutinu u reSavanju, ako se ru¢no radi. Ako se koristi ratunarski aat za simboli¢ko
reSavanje sistema linearnih jednacing, tada reSavanje nije ozbiljan problem. Postoje brojne
metode koje se koriste za smanjenje broja jednatina. Kada je broj ¢vorova znatajno manji od
broja grana, koristi se metoda u kojoj se najpre odrede svi naponi u kolu; kada su poznati
naponi ¢vorova, koristenjem Omovog zakona odreduju se struje kroz elemente kola. Drugi
metod pocinje ngjpre odredivanje svih struja u kolu, a kada su poznate struje lako mogu da se
izratunagju i naponi na elementima Tre¢i metod za upro3¢avanje kola Koristi razne
transformacije (na primer, ekvivalentne otpornosti za paralelne ili redne veze otpornika); time
se smanjuje broj ¢vorovaili grana, zbog ¢ega je lak3e resiti kolo koje ima manju sloZenost; u
poslednjoj fazi se odrede svi naponi i struje originalnog kola. Postoje i druge kombinovane
metode od kojih se cesto koristi modifikovana analiza ¢vorova. U svim slucgjevima se
smanjuje broj promenljivih koje treba odrediti, atime se smanjujei broj jednacina u sistemu.

Naj¢eXe je broj grana znatno vedi od broj ¢vorova u elektronskim kolima, zbog ¢ega su
korisnije one metode za brzo reSavanje kola koje se svode na izratunavanje napona ¢vorova.
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Dabi se formirao sistem jedna¢ina, redosled postavljanja jednacina je sledeci: (a) nagjpre se za
sveki ¢vor (osim za referentni) napiSe odgovargjuca jednatina po prvom Kirhofovom zakonu;
(b) struje koje ulaze u ¢vor ili izlaze iz ¢vora izraze se preko napona ¢vorova i Omovog
zakona. Broj jednacina u sistemu je n-1, u slu¢gju da kolo ima n ¢vorova. Ovakav sistem
jednacinaima poseban naziv: sistem jednacina napona évorova

Struja |y kroz granu koja se nalazi izmedu ¢vorovami n, au kojoj je otpornik otpornosti
R, moze da seizratuna po Omovom zakonu:

| g =~ (84)

Broj nepoznatih napona u sistemu je uvek zajedan manji od broja ¢vorova, zato Sto se svi
naponi ratunaju u odnosu na referentni ¢vor. Da bi sistem imao reSenje, broj linearnih
jednatina koje treba postaviti je za jedan manji od broja ¢vorova. Dva ¢vora koji su kratko
spojena treba andizirati kao jedan ¢vor. Formirani sistem jednatina za kolo sa n ¢vorova
izgleda ovako:

|1=ivl+iv2+...+ 1 V.,
1 2 (n-1)
|2=ivl+iv2+...+ 1 V..
Ry~ R Ron-y (85)
= ! vV, + ! V2+...+—:L V,

I -
"~ R(n—l)l R(n—l)z R(n—l)(n—l) i

Posmatrajmo primer kola sa dike 4.4. koja je nacrtana uz manje modifikacije oznaka na
dici 4.10.
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Slika 4.10. Primer elektri¢nog kola u analizi sajednom jednacinom.
Napon ¢vorakoji je oznacen sa V, jednak je naponu naponskog generatora V.

Za ¢vorove koji povezuju samo dve grane nije potrebno da se piSe posebna jednacing,
zato $to struja koja ulazi u ¢vor ima istu vrednost kao i struja kojaizlazi iz ¢vora. Za redno
vezane otpornike R;3 moZzemo da koristimo izraz za jednu granu koja ima redno vezana dva
otpornika
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R:=R+R; (86)

Struju kroz redno vezane otpornike Ry3 mozemo da odredimo primenom Omovog zakona.
Znak minus je zato $to je usvojeni pozitivni polaritet napona V; u ¢voru u koji ulazi strujal,

— (87)

R+Rs

Struja kroz otpornik R; koja ulazi u ¢vor u kome je oznacen napon V,, ista je kao ona koju
stvara strujni izvor s

Struje koje ulaze u ¢vor u kome je oznaten napon Vi, izraunavamo po prvom
Kirhofovom zakonu

l,+1,+15=0 (88)
Struja kroz naponski generator se dobija iz prethodne jednacine, obzirom da su poznate
dve preostale struje
V —
R+R

Napon u ¢voru koji se nalazi izmedu otpornika Ry i Rs, Va, izratunava se koris¢enjem
izraza za razdelnik napona. Napon u ¢voru koji se nalazi izmedu otpornika R, i strujnog
generatorals, Vc, izratunava se po drugom Kirhofovom zakonu

Ve =V+RIg (90)

I (89)

ly=—l,—lg=

Iz ove analize se vidi kako se primenjuju pravila za transformacije otpornosti otpornika,
ali i kako se izbegava da se postavljagju jednacine koje sadrZe struju naponskog generatora ili
napon strujnog generatora. Time se smanjuje broj nepotrebnih jednatinai ovo elektri¢no kolo
se direktno reSava bez upotrebe sistema linearnih jednatina.

4.8 Linearna vremenski nepromenljiva kola:
principi superpozicije i homogenosti

ReSavanje nekih klasa linearnih vremenski nepromenljivih kola moze biti znatano
pojednostavljeno kada se u analizi primene neka pravila. Pod pojmom vremenski hepromenljiv
se podrazumeva da vrednosti elemenata nece menjati svoja osnovna svojstva tokom vremena.
Na primer, otpornost otpornika, kapacitivhost kondenzatora, induktivnost kalema, vrednost
napona koji daje naponski izvor, ili konstanta zavisnosti izvora od kontrolne veli¢ine se ne
menjgju sa vremenom. lako se ove vrednosti mogu menjati pod uticajem razlicitih faktora, kao
&to je promena temperature okruZenja u kome se nalazi neki elemenat, te promene su spore u
odnosu na period analize i prakti¢no nemaju uticgj. U situacijama kada su promene vrednosti
elemenata brze u vremenu, primenjuju se drugacije metode analize.

Jedna grupa pravila za linearna kola bazirana je na principima superpozicije i
homogenosti.

Princip superpozicije omoguc¢ava da se u linearnom kolu sa viSe nezavisnih izvora struje
kroz sve elemente i naponi svih ¢vorova kola mogu predstaviti kao algebarski zbir doprinosa
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svakog pojedinacnog nezavisnog izvora. Kada se odreduje struja koja nastaje pod uticajem
jednog izvora, preostali nezavisni naponski izvori se zamenjuju kratkim spojevima, a preostali
nezavisni strujni izvori se raskidgju iz kola, odnosno predstavljaju se otvorenim vezama.
Zavisni izvori se ne smeju eliminisati iz kola

Primena principa superpozicije zahteva reSavanje sistema jednacina za svaki nezavisni
izvor posebno, ali su kola znacajno jednostavnija zbog kratkog spoja za ostale naponske izvore
i otvorene veze za ostale strujne izvore.

Jos jedna pogodnost kod reSavanja kola koriséenjem principa homogenosti jeste u tome
da se jednom izratunata vrednost za napon izmedu ¢vorova ili struju kroz element kola, za
poznatu jednu nezavisnu pobudu, mnozi (skalira) istom konstantom kojom se skalira vrednost
izvora. Dokaz principa homogenosti dobija se iz linearnosti sistema jednacina koje opisuju
kolo.

Posmatrajmo primer kola sa dike 4.4. koja je nacrtana kada je izostavljen uticgj strujnog i
naponskog generatora. Modifikacije originalnog kola su date na dlici 4.11. Na dici levo je
eliminisan uticgj strujnog izvora tako $to je strujni element predstavljen otvorenim kolom. Na
dlici desno je izostavljen naponski element tako Sto su kratko spojeni ¢vorovi izmedu kojih je
bio naponski izvor. Pretpostavimo da je potrebno da se izracunaju naponi V, i Vg, kao i struja
lv.

AR i F, BA I_ "l: A
PR " [ B R
Fos -._..It 'I'I‘-+ Tly==l) L1,
e | I
1 AAA l -.-. -+ .:"-- ., L
H. . [ -H.. -

Slika 4.11. Primer elektri¢nog kola u analizi sa jednom jednacinom.

Posto je strujajednaka nuli kroz otpornik Ry, struja kroz naponski generator se izratunava
kao struja kroz rednu vezu dva otpornika R; i Rz, a napon Va kao napon razdelnika napona.
Napon V¢ je jednak naponu V zato &to je struja kroz R, jednaka nuli, zbog ¢ega je i napon na
ovom otporniku takode jednak nuli.

Va bz :iv (91)
b T R+R,

Vc,bezlS =V (92)
\Y

Iy e, = 5 93

I (93)

Prema slici 4.11. desno, napon u ¢voru V; je jednak nuli jer je ¢vor kratko spojen na
masu. Primenom pravila za razdelnik napona sa otpornicima otpornika R; i Rs napon je jednak
nuli u Va. Napon u ¢voru Ve je jednak naponu na otporniku R, jer je V; jednak nuli. Strujau
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grani u kojoj je bio naponski izvor jednaka je negativnoj struju strujnog izvora, zato &to je
usvojeni smer za struju kroz naponski izvor bio u suprotnom smeru od stvarnog toka struje.

VA,bezv =0 (94)
Vc, berv = Rols (95)
IV,bPzV =—lg (96)

Naponi i struje seizratunavaju kao zbir naponai strujakoje stvaraju svaki izvor posebno:

Va :VA,balS +VA,bav :R1+R3R3V 97

Ve =Veveri, Ve =V + Rl g (98)
V

IVZIV,bezIS+|V,bezV:m_IS (99

Iz ovog primera se vidi da je reSavanje elektricnog kola jednostavnije kada se koriste
pravilai transformacije. Treba napomenuti da kroz paralelnu vezu otpornika sa kratkim spojem
treba primeniti pravila za strujni razdelnik, gde je u jednoj grani redna veza dva otpornika R i
Rs, au drugoj kratak spoj, zbog ¢egajei struja kroz otpornike jednaka nuli. Kada je otvorena
veza, tada ne postoji zatvoreni graf kola i formalno ne bi mogli da primenimo drugi Kirhofov
zakon; u ovim slu¢ajevima treba primeniti pravilo da je struja jednaka nuli u elementima koji
su povezani sa ostatkom kola, i tada se moZe izradunati i napon na onom pristupu elementa gde
je otvorenaveza.

4.9 Transformacija izvora

Idealni naponski i strujni izvori se ¢esto koriste u izratunavanjima zato &o znacajno
smanjuju soZenost problema u andlizama, a i stvarne karakteristike kola nisu znatgjnije
razlicite od idealnih modela. Realni izvori se morgju primeniti kada nije mogu¢e modelovati
kolo idealnim elementima (paralelno vezana dva razlic¢ita idealna naponska izvora, redno
vezanadvarazli¢ita strujnaizvora). Naravno, kadaje i ta¢nost rezultata vazna, realni modeli su
nezaobilazni.

Realni naponski izvor prikazan je na dlici 4.12. Realni naponski izvor ima konatnu
unutradnju otpornost Ry na red saidealnim naponskim izvorom V. Realni strujni izvor prikazan
je na dlici 4.13., i on ima konatnu unutraSnju otpornost R, paralelno sa idealnim strujnim
izvorom, |. PotroSaé koji je prikazan na slikama 4.12. i 4.13., R», treba da ilustruje ostatak
elektriénog kola koje je prikljuc¢eno na naponski ili strujni izvor.

U nekim ducgjevima je lakSe rediti elektricno kolo (smanjiti broj granaili broj ¢vorova
kola) ako se pretvori strujni izvor u ekvivalentni naponski izvor, i obrnuto. Da bi oba ova
elektricna izvora obezbedila isti napon na potrosacu, i istu struju kroz potrosaé Re, napon i
struja nezavisnih izvora treba da zadovolje neke uslove. Primenom Omovog zakona, isti napon
na potroSau i ista struja kroz potrosat se dobijaju kada su ispunjeni slede¢i uslovi:
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R =R (100)
\%
| =— 101
R (101)
V=RI (102)
ﬁ'.l b
ik %
[
R,

Slika 4.12. Realni naponski izvor.

Slika 4.13. Realni strujni izvor.

Ako su otpornosti naponskog i strujnog izvora iste, a hapon naponskog izvora i struja
strujnog izvora odredene sa prethodne dve jednacine, tada su napon i struja na potroSacu:

-—v __R (103)
R+R R+R,
R y__RR, (104)

"R+R R+R
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4.10 Tevenenova i Nortonova teorema

Osim izvora koji dgju energiju kolu, i elemenata kola kojima se ostvaruje neka funkcija
kola, postoji potreba da se identifikuje element na kome se prihvata energija i koristi na
odredeni nacin. Element koji prima energiju od kola naziva se potro3ag i najéesée se obeleZava
saRp. Cilj jedaseizvori i elektricno kolo prikaZzu posebno (kao jedan blok koji sadrzi razlicite
elemente, izvore i otpornike) a posebno potrosac.

Sema kola sa izvorima i otpornicima, gde je posebno izdvojen potrodas, nacrtana je na
slici 4.14. levo. Ukoliko se raskine veza koja povezuje potrosat, izmedu priklju¢aka kola moze
da se izmeri ili izratuna napon Voc, Koji se naziva napon otvorenog kola. Ako kratko spojimo
izlazne krgjeve kola, moZzemo da izmerimo ili izratunamo struju lsc, koju nazivamo struja
kratkog spoja.

5 | Yy %
kb s B.= Eodo sa | Kol w3 |
Irvomma | . IEVTEma | . LEVOrim
RTINS olpsarmicma : O ML EITLS

H Ik H

Slika 4.14. Odredivanje napona otvorenih krajevai strujekratkog spoja.

Na osnovu napona otvorenog kola Voc i struje kratkog spoja | s, elektriéno kolo se moze
predstaviti ekvivalentnim nezavisnim idealnim naponskim izvorom Vr i rednim otpornikom Ry,
ili ekvivalentnim nezavisnim idealnim strujnim izvorom Iy kome je paralelno vezan otpornik
Ru, kao Sto je to pokazano za realni naponski izvor i realni strujni izvor. Ove ekvivalencije se
nazivaju Tevenenova i Nortonova teorema. Ekvivalentna kola pokazuju kako se celo kolo,
osim potroSata, moZe zameniti ekvivalentnim realnim naponskim izvorom (Tevenenova
teorema) ili strujnim izvorom (Nortonova teorema). Napon na potroSacu i struja kroz potroSat
Rs imaju iste vrednosti u originalnom kolu i u ekvivalentnim kolima

| o

—

Ay

-

Slika 4.15. Tevenenovo ekvivalentno kolo.

Na osnovu nacrtanih Sema na dikama 4.14. i 4.15., kada se u Tevenenovom
ekvivalentnom kolu raskine veza sa potroSacem, dobija se vrednost za nezavisni izvor.

Vi =Voc (105)

Kadaje potro3a¢ kratko spojen, mozZe da se izratuna Tevenenova otpornost
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Ry =ec (106)

lsc

Kada se uporede Sema Nortonovog ekvivalentnog kolai slika 4.14. dobijase

Iy =lg (207)
Kada je potrosa kratko spojen, moze da se izracuna Nortonova otpornost
Ry = Vﬂ (108)

lsc

Tevenenovo i Nortonovo ekvivalentno kolo se dobijaju i primenom transformacijaizvora

I "

AN\ Ry Ry
Sl = =
' B

Slika 4.16. Nortonovo ekvivalentno kolo.

Tevenenova teorema mozZe da se iskaze na dede¢i n&tin: Svako elektriéno kolo koje
sadrZi otpornike, kao i zavisne i nezavisne izvore, moZe se zameniti ekvivalentnim kolom koje
se sastoji od idealnog naponskog izvora Vi redno vezanog otpornika Rr. Napon izvora je
jednak naponu kola sa isklju¢enim potroSacem Voc. Otpornost je jednaka koli¢niku napona
kola saisklju¢enim potroSacem Voc i struje kroz kratko spojeni potrosa lc.

Nortonova teorema se odnosi na ekvivalentni strujni izvor: Svako elektricno kolo sa
otpornicima i zavisnim i nezavisnim izvorima, moze se predstaviti ekvivalentnim kolom koje
se sastoji od idealnog strujnog izvora |y i paralelno povezanog otpornika Ry. Strujaizvora je
jednaka struji kroz kratkospojeni potro3ac Isc. Otpornost je jednaka koli¢niku napona kola sa
isklju¢enim potroSacem Vo i struje kroz kratkospojeni potroSat | sc).

Treba obratiti paznju da u ducaju kratkog spoja na potrosacu, kada je na krgevima
nepoznatog elektricnog kola idealni naponski generator, struja teorijski moZe biti beskona¢no
velika, ili veoma velika kroz merni instrument kojim se meri ova struja, i tada moZe do¢i do
oStecenja instrumenta. Sliéno se deSava ako se raskida veza koja je redno vezana sa idealnim
strujnim generatorom, jer tada teorijski napon moZe hiti izuzetno veliki.

Ako se ova metoda koristi za izratunavanje kada elektri¢no kolo sadrZzi samo nezavisne
izvore, i ne sadrZi zavisne izvore, tada se izraéunavanje ekvivalentne otpornosti Ry ili Ry moze
dodatno uprostiti. Na kragjeve kola A i B prikljuci se idealni naponski generator Vy (potroSac
moZe da se izostavi zato §to je napon na njegovim pristupnim krajevima odreden naponom
izvora), svi ostali nezavisni naponski izvori u kolu se zamenjuju kratkim spojem, a nezavisni
strujni izvori se raskidagju. Nakon &o se odredi struja kroz test generator Iy, ekvivalentna
otpornost postaje Ry=V+/ I+.
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Ako je pogodnije, umesto potroSata moZe da se poveze test strujni izvor, I+, a di¢nim
postupkom se odredi napon V. 1zbor postupka zavisi od toga kolika upros¢enja donos jedan
ili drugi metod.

Ukoliko se moze pristupiti samo krajevima elektricnog kola c&ije ekvivaentno
Tevenenovo ili Nortonovo kolo treba da se odredi, tada nije moguce kratko spajati naponske i
raskidati strujne izvore u elektricnom kolu u kome ne postoji pristup elementima. Ova metoda
sa eliminacijom nezavisnih izvora ima smisla samo za poznata kola. U praksi su izvori reani,
zbog ¢ega ne moze doci do pojave prevelike struje ili prevelikog napona, ai ipak treba biti
oprezan pri primeni ove metode.
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5 Kola sa promenljivim strujama

U elektricnim kolima ¢esto dolazi do potrebe da se promene veze izmedu elemenata, $to
se moZze modelovati otvaranjem ili zatvaranjem prekida¢a u kolu. Teorijski, analiza kola
podrazumeva da je pojava poznata od beskonacnosti do danas, na primer ako se element
modeluje integralom. Da bi izbegli previse komplikovan matematicki aparat, pojave u kolima
se modeluju od odredenog trenutka, i to se predstavlja ukljucivanjem prekidaca kojim se neki
element povezuje u kolo i od tog trenutka se posmatra sta se deSava sa naponima i strujama u
kolu. Prakti¢an znatg imaju pojave koje se deSavagu od trenutka promene, a sve dok svi
naponi i struje prestanu da se menjgju — odnosno dostignu vrednost koja je prakti¢no
nepromenljiva. Vazno je znati kako se menjgju vrednosti od trenutka ukljucenjaili iskljucenja
nekog prekidaca, i koje vreme protekne do trenutka kada su te promene toliko male da nije
potrebno da i dalje ratunamo njihove vrednosti. U ovom poglavlju bice koriséeni matematicki
modeli koji se zasnivaju na trenutnim promenama, iako se u praksi ove promene postepeno
menjaju iz jedne vrednosti u drugu. Ovakva analiza zna¢ajno olakSava izratunavanja, a sustina
promene koje se deSavaju joS uvek su dovoljno tacne.

Posle naglih promena kratkim spajanjem nekih ¢vorova u kolu ili raskidanjem veza u
kolu, nastaje promena napona i struja u kolu koja se odvija po odredenim zakonitostima.
Analiza kola kod kojih je doSlo do promena elemenata, ili veza izmedu elemenata, naziva se
analiza prelaznog rezima, ili analiza kola sa promenljivim strujama. Kako se ovakve analize po
pravilu koriste da se utvrdi Sta se deSava izmedu trenutka ukljucenjaili iskljucenja prekidaca u
kolu, ovaanaliza u stvari je analiza prelaznih pojava.

U andizi prelaznih pojava, dva pasivha elementa, kondenzator i kalem, imaju zavisnost
napona i struje koje su srazmerne izvodu i integralu, dok tre¢i element — otpornik — ima
konstantnu vezu izmedu napona i struje. Sva tri elementa su linearna jer kod njih relacija
izmedu struje i napona predstavljena linearnim diferencijalnim jednacinama. Kalem i
kondenzator imaju sposobnost akumulacije energije. Kondenzator ima sposobnost
akumuliranja energije u elektri¢no polje, a kalema u magnetsko polje. U zavisnosti od poloZaja
prekidaca, u jednom periodu se energija moZe predati ovim elementima, a u nekom drugom
periodu ne mogu tu energiju da vrate ostatku kola kada se na adekvatan nagin povezu preko
novog polozaja prekidata. Zbog osobine akumulacije energije, kalem i kondenzator se nazivaju
i reaktivni elementi, za razliku od otpornika koji energiju koju dobije od kola pretvara u
toplotnu i ne moze daje vrati u kolo.
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5.1 Kondenzator

Kondenzator se sastoji od dve provodne povrsine izmedu kojih se nalazi dielektrik.
Opterecenje kondenzatora srazmerno je naponu na kondenzatoru, a za konstantu srazmernosti
koristi se simbol C:

Q=CV (109)
U prethodnom izrazu C se naziva kapacitivnost ili kapacitet kondenzatora.
Simbol kondenzatorai referentni smerovi zanapon i struju prikazani su nadlici 5.1.

Kada se napon na kondenzatoru ne menja, nema stalne struje kroz kondenzator, posto
su elektrode kondenzatora izolovane dielektrikom kroz koji ne moZe datece struja. Stoga se pri
konstantnoj pobudi kondenzator ponasa kao otvorena veza.

il
. o=

gin — T

Slika 5.1. Simbol kondenzatora i referentni smerovi za struju i hapon.

Kako se napon na kondenzatoru menja sa vremenom, tako se menja i njegovo
elektri¢no opterecenje. Sve vremenski promenljive veli¢ine bi¢e oznatene malim slovima:

q(t) =Cv(t) (110
Po definiciji, strujaje jednaka prvom izvodu el ektri¢nhog opterecenja po vremenu:
o da(t) L dv(t)
it)=—-—=C—= 111
® dt dt (111)

Ako se napon ha kondenzatoru menja to zna¢i da se i opterecenje na kondenzatoru
menja, zbog ¢ega postoji i struja kroz kondenzator.

Iz poslednje jednacine proizilazi da nije moguée naglo promeniti napon na
kondenzatoru zato $to bi takva promena zahtevala beskonatno veliku struju kroz kondenzator.

I ntegracijom prethodnog izraza dobija se:

v(t) = jéi(x) dx (112)

-0

U integralu je uvedena pomoé¢na promenljiva x koja se koristi za integraciju vremena od -co do
trenutka t da bi dobili napon v(t). Uobi¢gjeno je da znamo vremenski oblik struje od nekog
poc¢etnog trenutka ty, a da je poznata samo vrednost napona u tom trenutku. Stoga se prethodni
izraz moZe napisati u drugacijem obliku
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v(t) = | =i(X)dx+ | =i(X) dx=v(t,) + | —i(X) dx 113

) _£C(> {C() (ty) {C() (113)

Vrednost napona Vo=V(tp) u pocéethom trenutku t, naziva se pocetni hapon na
kondenzatoru. Pocetni trenutak to moZemo proizvoljno daizaberemo.

Energija akumulirana u elektricnom polju kondenzatora se mozZe odrediti iz snage
koja se predaje kondenzatoru:
t t
w = [ 9 ax= [ vy XX = Loz (114)
it dx 2

-0

U prakticnim primenama, kapacitet kondenzatora moze da bude od pikofarada
(1pF=10"F) do farada. Realni kondenzatori nemaju idealni dielektrik, zbog ¢ega kroz
kondenzator tece mala struja ako na kondenzatoru postoji napon V. To zna¢i da postoji slaba
provodnost izmedu dve provodne ploce kondenzatora.

Proticanje veoma male struje kroz dielektrik moze da se modeluje vezivanjem
otpornika velike otpornosti paralelno idealnom kondenzatoru, kao 3to je prikazano na dlici 5.2.

i
3 +

] s

Slika 5.2. Realni kondenzator.

Kondenzatori se mogu vezivati paralelno ili redno, kao i svi ostali elementi u kolu.
Koriste¢i prvi Kirhofov zakon, pokazuje se da je ekvivaentna kapacitivnost paralelne veze
kondenzatora jednaka zbiru kapacitivnosti paralelno vezanih kondenzatora (videti diku 5.3.).
Posto je isti napon na prikljuécima svih kondenzatora, tada je ukupno naelektrisanje svih
kondenzatora jednako zbiru pojedinacnih nael ektrisanja:

C.=C +C,+---+C, (115)

Kori&enjem drugog Kirhofovog zakona, pokazuje se da je reciprocha vrednost
ekvivalentne kapacitivnosti serijske veze kondenzatora jednaka zbiru reciprocnih vrednosti
kapacitivnosti redno vezanih kondenzatora (videti diku 5.4.):

—=—t—+t+t— (116)

SloZena kola sa kondenzatorima mogu se predstaviti ekvivalentnim kolima koristeci pravila za
rednu i paralelnu vezu kondenzatora. U sustini, pravila za ekvivalentna kola kondenzatora su
dli¢nakao za provodnosti.
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Slika 5.3. Paralelna veza kondenzator a.
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Slika 5.4. Redna veza kondenzator a.

5.2 Kalem

Kaem se sastoji od provodne Zice koja je namotana oko nekog jezgra. Jezgro ngjéesce
ima oblik valjka i moZe da bude od nemagnetnog ili magnetnog materijala. Simbol kalema je
prikazan nadlici 5.5.

a i)

Slika 5.5. Simbol kalemai referentni smerovi za struju i napon.

Naistoj slici su prikazani referentni smerovi za napon na kalemu i struju kroz kalem.

Relacijaizmedu napona i struje kalema moZe se opisati diferencijalnom jednacinom u kojoj je
L konstanta srazmernosti:

v(t) = Lm

dt (117
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U prethodnom izrazu L se naziva induktivnost kalema.

Prvi izvod konstante je nula, zbog ¢ega je napon na kalemu nula u situaciji kada je
struja kroz kalem konstantna. To znati da se kalem ponaSa kao kratak spoj u stalnom
jednosmernom rezimu kada su naponi i struje nepromenljivi sa vremenom.

Ako je potrebno da se odredi struja u funkciji napona, tada treba integraliti obe strane
prethodne jednatine, i tada se dobija

it) :% jv(x) dx (118)

Kako nije moguce znati kako izgleda funkcija napona kada vreme teZi —o, a to u
prakticnim primenama i nije od znatgja, to se proizvoljno moZe odrediti vreme od kada
posmatramo pojavu, na primer od trenutka ukljuc¢enja nekog prekidata, tako da se integral
moZze poddliti u dvadela

i(t):% tjzv(x) dx+%j'v(x) dx=i(t0)+%jv(x) dx (119)

Vreme t, treba izabrati tako da moZe da se odredi ili izmeri struja u trenutku ty. Struja
i(to) naziva se pocetna struja kroz kalem.

Energija akumulirana u magnetskom polju kalema moZe da se odrediti ako je poznata
snaga koja se predaje kalemu, ili ako je poznata struja kroz kalem:

di (x)

w, (t) = j p_(x) dx= j L—=2i(x)dx=L j i(X) d.(x)_—u (t) (120)

Induktivnosti kalemova, koje se pojavljuju u prakticnim primenama, obi¢no su u
granicamaod pH do nekoliko H.

Slika 5.6. Realni kalem.

Realni kalemovi imaju malu, ali konaénu otpornost Zice. Zato se reani kalem
model uje vezivanjem otpornika male otpornosti na red sa kalemom, kao &to je ilustrovano na
slici 5.6.

Kaemovi se mogu povezivati paralelnoili redno.

Koristenjem drugog Kirhofovog zakona, pokazuje se da je ekvivalentna induktivnost
redne veze kalemova jednaka zbiru vrednosti induktivnosti kalemova koji su redno vezani, kao
&to je pokazano madlici 5.7.:
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Le=L +L,+---+L, (121)
I P e o SR - N
i fa .
=
|
<

Slika 5.7. Redna veza kalemova.

U ducgju paralelne veza kalemova, kao $to je prikazano na dici 5.8., koristenjem
prvog Kirhofovog zakona dobija se da je reciprocna vrednost ekvivaentne induktivnosti

paraleline veze kalemova jednaka zbiru recipro¢nih vrednosti induktivnosti koje su paralelno
vezane:

i:—+i+~-+— (122)
Lo L L

) L E r_,é o+ {:}"@J.P

Slika 5.8. Paralelna veza kalema.

5.3 Diferencijalna jednaéina prvog reda

Dabi uspesno resili odredivanje naponai struja elektri¢nih kola sa jednim otpornikom i
jednim kondenzatorom ili kalemom u situacijama kada dolazi do promene napona ili struje
nezavisnih izvora, potrebno je poznavanje matematickog reSavanja diferencijalne jednacine
prvog reda. Op&ti oblik jednacine prvog redaje sledeci

m+ ax(t) = f(t) (123)
dt
Velicina koju treba odrediti iz prethodne jednagine je oznacena sa x i ona je funkcija
vremena t. Malo slovo a je konstanta a funkcija f(t) moze biti bilo koja funkcija vremena. Za
struje i napone u prelaznom rezimu, funkcijaf(t) je konstanta a moze biti i jednaka nuli.
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U opStem ducaju treba pronati sva reSenja prethodne jednacine x(t). Promenljiva
veli¢ina se moZe predstaviti zbirom dva reSenja, od kojih se jedno naziva prinudno reSenje
Xg(t), adrugo prirodno reSenje x(t):

X(t) = X, (1) + %, (t) (124)
Kada se prinudno re3enje xy(t) zameni u jednaginu dobija se da ono treba da bude
reSenje kada postoji funkcijaf(t), odnosno funkcija f(t) odreduje oblik reSenjax(t):
dx, (t)
dt

Prirodno reSenje x(t) treba da odgovara jednatini koja zavisi samo od elemenata kola a
dane zavis od funkcije f(t):

ax, (t) = f (t) (125)

B ax -0 (126)

Dabi prethodna jednacina bila jednaka nuli oba sabirka treba daimaju istu zavisnost od
vremenat. Funkcijakojaimaisti oblik nakon diferenciranjaima opsti oblik:

X () =K,e™® (127)

Prinudno reSenje treba da ima isti oblik kao funkcija f(t) a to je u ovom sluéaju
konstanta zato Sto u ovom delu analize posmatramo samo reSenja kada je f(t) konstanta:

X, (1) =K, (128)
f(t) = A=const (129)

Uobic¢ajeno je da se konstanta oznatava sa A ili const. Sada moZzemo da posmatramo
kompletno reSenje diferencijalne jednatine u kome su joS uvek nepoznate konstante Ky, K, i a,
gdejea=1/t:

X(t) =X, (t) + %, (t) = K, + K e (130)

Na osnovu poznavanja osobina kola, mogu se odrediti vrednosti promenljive x posle
dovoljno dugo vremena kada eksponencijalni ¢lan postaje jednak nuli. Ta vrednost jednaka je
konstanti Kj:

K,= !Lng X(t) = x(0) (131)

Trenutak to moZemo proizvoljno da izaberemo, na primer, pretpostavimo da je to t;=0.
Ovu vrednost mozemo daiskoristimo za odredivanje konstante K:

ling X(t) = x(0) = K, + K, = () + K, (132)
Eliminacijom K, dobija se:
K, = X(0) - X() (133)
Kona¢no se dobija da je kompletno reSenje:

X(t) = X(o0) + (X(0) — X(c0))e™'" (134)
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Konstanta a zavisi od vrednosti elemenata kola $to se dobijaiz diferencijalne jednatine.

5.4 Kola prvog reda sa kondenzatorima i
kalemovima

5.4.1 Kola prvog reda sa kondenzatorima i otpornicima

Elektri¢na kola prvog reda mogu da sadrZe izvore, otpornike i jedan kondenzator (RC
kola) ili otpornikei jedan kalem (RL kold). Primer RC kolailustrovan je nadlici 5.9.

Iy
hooA
LT T '.._.___.
._: (] | 3
ke i : o0
; —_—
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=4 Fg
nri =
s - = }

Slika5.9. Primer RC kola prvog reda.

Kolo na dlici se sastoji od redne veze otpornika i kondenzatora koji su vezani na
nezavisni naponski izvor konstantnog napona V, do trenutka t;=0. Prekida¢ je u poloZaju 1 do
trenutka 0. Ako je prekida¢ bio dovoljno dugo u poloZaju 1, kondenzator ne dozvoljava protok
struje i, zbog ¢ega je potencijal na kondenzatoru jednak Vo. U trenutku O prekidag se prebaci u
poloZza) 2, i sada je redno kolo otpornika i kondenzatora priklju¢eno na drugi napon Vs. Od
trenutka t,=0 postoji potencijalna razlika na krajevima otpornika R, zbog ¢ega kroz otpornik
tece struja. Posle dovoljno dugo vremena, na primer ako pretpostavimo da t—oo, kondenzator
C ¢enasvojim krgjevimaimati napon Vs, tako da ne postoji razlog da tece struja kroz otpornik
Rc. Ono §to znamo za ovo kolo jeste napon u trenutku O i hapon posle dovoljno dugo vremena,
kao i da napon na kondenzatoru ne moZe naglo da promeni vrednost. Struja koja tece u
trenutku prebacivanja prekidaca iz poloZzgja 1 u poloZzg 2 zavisi od naponskih izvora i
otpornosti Re, ato jei(0)=(Vs—Vo)/Rc.

Da bi posmatrali prelazni rezim kod RC kola prvog reda, polazna pretpostavka je da je
prekida¢ bio otvoren, a da se zatvara u trenutku t=0. Promena polozgja prekidata menja
element u kolu, tako $to se umesto naponskog izvora Vo, u kolo vezuje novi naponski izvor Vs
(koji se naziva i pobudni izvor). PonaSanje RC kola za t>0 mozZe da se odredi koriStenjem
naponskog Kirhofovog zakona:

é[ ji(x) de+ Rai (t) = Vs (135)

Diferenciranjem prethodnog izraza po vremenu dobija se:

dit) _

-0 136
m (136)

2i+R:
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Obe strane se podele sa R da bi se dobio oblik diferencijalne jednacine za koju smo
odredili opsti oblik reSenja:
dit) 1

+——i(t)=0 137
& " RC (t) (137)
Kompletno reSenje zakolo sa slike 5.9 je dato sledecim izrazom:
H i : H —t/R.C _ Vs _Vo —t/R.C
i(t) =i(0)+(i(0) —i(x0))e =——2¢ (138)
Re
Sada moZe da se odredi i izraz za struju u bilo kom trenutku (slika 5.10):
0, t<O
i(t)=9Vs -V, eVRC t50 (139)

Slika 5.10. Struja kroz kondenzator za Rc=1kQ, C=2pF, V=12V, V(=5V.

Napon na krajevima kondenzatora se dobija izracunavanjem integrala od trenutka t=0:
t

v(t) = V(t) + | %i(x) A=V, + (Vg —V)e Ve (140)
0

Slika 5.11. ilustruje napon na kondenzatoru.

Slika 5.11. Napon na kondenzatoru za Rc=1kQ, C=2uF, V=12V, Vy=5V.
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Prethodne dve dlike potvrduju da u trenutku promene moZe nastati nagla promena
struje, a da napon moZe imati samo kontinualnu promenu. Na primer kada se ukljuci kabl za
napajanje prenosnih ratunara, koji u sebi imaju kondenzatore velike kapacitivnosti, moZe doci
do varni¢enja zbog trenutne velike struje kada se kabl ukljuci u napojnu mrezu.

lako ova analiza moZe izgledati komplikovano, do istih rezultata se moZe doci
kori&enjem matematickih softverskih alata. Prikazan je deo koda u programu Mathematica,
odakle se vidi da je dovoljno prepisati diferencijalnu jednacinu, uz uslov kolika treba da bude
struja u pocetnom trenutku O, i sve to u prvoj liniji koda.

Ve - W0

1]
lblutlbh-]}ﬂ-ﬁ-lwl{: x'[t] « = x{t] = @, R[A] = ] mft], t

[ =1 ',
1lex[t] /. sclution] [1]] [[2]];

%NS [O=C, V=V, V=W, c= R, /) Tradi tionalForm

Ostale dve linije koda se koriste za izdvajanje reSenja i dodele nekoj varijabli, a zatim
i zamena vrednosti radi lepSeg tradicionalnog prikaza rezultata. |zradunavanje integraa i
crtanje slika za ova) primer su takode uradeni u ovom programu.

5.4.2 Kola prvog reda sa kalemovima i otpornicima

Primer jednog RL kola ilustrovan je na dlici 5.12. PonaSanje RL kola za t>0 mozemo
odrediti koris¢enjem drugog Kirhofovog zakona. Najpre moZzemo da izra¢unamo struju kalema
za t<0 podrazumevagjuci da je prekida¢ bio dovoljno dugo u poloZaju 1. Kako je napon na
kalemu v, jednak nuli za nezavisni naponski izvor konstantnog napona Vj, tada je struja kroz
kolo konstantnai iznosi

i(t)=%,t<0 (141)

Nakon &to se prekida¢ prebaci u poloZg 2, i ostane dovoljno dugo u tom poloZaju,
struja kroz kalem je ponovo konstantna zato $to je napon na kalemu vi_ jednak nuli:

limi (t) :YES (142)
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Slika 5.12. Primer RL kola prvog reda.
Na osnovu drugog Kirhofovog zakona moZe da se napise

L g (t) A0 L RiM) =V, (143)

Kada se obe strane prethodne jednacine podele sa L, dobija se

dit) R Vs
—+ i) =— 144
& LO=T (144)
I dentifikacijom sa prirodnim reSenjem dobijase daje
a=% (145)

Kada se prethodni izraz napiSe kao vremenska konstanta, dobija se

L
T=— (146)
R
Kompletno reSenje ima sledeci oblik za vreme ve¢e od nule
(1) = i(00) + (i(0) —i (s0))& ™/t = %S{%O—%Jeﬂ“ (147)
Kompletno reSenje za bilo koje vreme ima slede¢e vrednosti
%, t<0
it) = (148)
(Y
R (R R

Napon nakalemu se nalazi odredivanjem prvog izvoda struje po vremenu, L——= di (t)

0.t ={°’ <0 (149)

(Vs _Vo)eitRLlLJ 20
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Na dlici 5.13. prikazana je struja kroz kalem, i ona ima kontinualnu promenu. Posle
10 us struja je priblizno ponovo konstantna i nju odreduje otpornost redno vezanog otpornika
sa kalemom.

Slika 5.13. Struja kroz kalem za R =1kQ, L=2mH, V=12V, V,=5V.

Na dici 5.14. prikazan je napon na kalemu, i vidi se da postoji nagli skok napona u
trenutku promene poloZaja prekidaca.

Slika 5.14. Napon na kalemu za R =1k, L=2mH, V=12V, V,=5V.

Posle 10 ps napon je pribliZzno ponovo jednak nuli zato $to su promene struje veoma
male.

Ova primer pokazuje da u kolima sa kalemom i prekidagima moze do¢i do pojave
velikog napona u su¢aju da je otpornost koja je na red sa kalemom veoma velika, sto moze da
dovede do oste¢enja drugih elektronskih komponenti u kolu.

5.4.3 OpSte karakteristike kola prvog reda i postupak analize

Interesantno je razmotriti utica] vremenske konstante na rad kola. Konstanta t naziva
se vremenska konstanta kola i ona je za RC kolo t=RC, dok je za RL kolo t =L/R. Vremenska
konstanta kola odreduje brzinu kojom se odvijaju promene napona ili struja u kolu. Za vreme
jednako jednoj vremenskoj konstanti, t=t, napon ili struja se promene za priblizno 63% od
ukupne moguce promene, dok se za vreme jednako pet vremenskih konstanti, t=5t, napon ili
struja promene za priblizno 99%. Prelazni proces je prakti¢éno zavrSen posle pet vremenskih
konstanti.
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Velika vremenska konstanta znati da se sporo odvijgju promene napona i struja u
kolu. Mala vremenska konstanta zna¢i da se brzo odvijgju promena u kolu. Za ilustraciju, na
dlici 5.15 su prikazani oblici reSenja diferencijalne jednacine prvog reda za struju, gde je struja
izracunata za dve vrednosti vremenskih konstanti: t=1i t=0,2. Ostali parametri isti: ravnoteZno
reSenje je K;=0. a poc¢etna vrednost je Ky=1.

Slika 5.15. Brzine promene za vremenske konstante ;=1 i 1,=0,2.

Rezime analize kola prvog reda:

1. Dabi seodredio pocetni napon na kondenzatoru ili pocetna struja kroz kalem, analizira se
kolo pre promene stanja prekidata kao da kolo radi u reZzimu stalnih struja. Pocetni napon
na kondenzatoru i poéetna struja kalema ostaju nepromenjeni nakon prebacivanja poloZaja
prekidaca u novi poloZg. Struja kroz kondenzator i napon kalema mogu imati naglu
promenu vrednosti nakon postavljanja prekidaca u novi poloZg).

2. Posle promene stanja prekidaca, odreduju se napon nakondenzatoru ili struja kalema posle
duzeg vremenskog perioda kada su vremenski promenljivi ¢lanovi jednaki nuli.

3. Postavlja se jednacina po struji ili naponu, zavisno od nacina kako su elementi povezani.
Ukoliko se u jednadini pojavljuje integral, diferencirati jednacinu, tako da se dobije
diferencijalnajednacina.

4. Diferencijanajednatina se preureduje tako daje uz diferencirani ¢lan konstanta mnozenja
jednaka jedinici. Konstanta uz ¢lan koji sadrzi samu funkciju koja treba da se odredi,
odreduje vremensku konstantu eksponencijalnog ¢lana

5. Kongtante K; i K, se odreduju iz pocetnih uslova i na osnovu limesa kada nezavisno
promenljivateZi beskonathosti.

6. Ostale nepoznate velicine se odreduju integracijomiili diferenciranjem.

Postupak koji je prikazan u ovom poglavlju moZe se korigtiti i za analizu doZenijih kola.
MoZe da se koristi Tevenenova i Nortonova teorema tako da se deo kola sa otpornicima i
izvorima moze predstaviti ekvivalentnim izvorom i otpornikom, a primenom pravila za
paralelno ili serijski povezane elemente moze se viSe kondenzatora ili kalemova predstaviti
jednim ekvivalentnim kondenzatorom ili jednim ekvivalentnim kalemom.
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5.5 Diferencijalna jednaé€ina drugog reda

Da bi uspesno reSili odredivanje napona i struja elektri¢nih kola sa jednim otpornikom,
jednim kondenzatorom i jednim kalemom u situacijama kada dolazi do promene napona ili
struje nezavisnih izvora, potrebno je poznavanje matematickog reSavanja diferencijalne
jednacine drugog reda. Podrazumeva se da diferencijalna jednacina drugog reda ima
konstantne koeficijente:

d?x(t) dx(t)
dt? A dt

Veli¢ina koju treba odrediti iz prethodne jednacine je oznatena sa X i ona je funkcija
vremenat. Malaslova a; i a, su konstante a funkcija f(t) moZe biti bilo koja funkcija vremena.
Zastrujei napone u prelaznom rezimu, funkcijaf(t) je konstanta a moze biti i jednakanuli.

+ayx(t) = f (t) (150)

U opStem ducaju treba pronali sva reSenja prethodne jednacine x(t). Promenljiva
veli¢ina se moZe predstaviti zbirom dva reSenja, od kojih se jedno naziva prinudno reSenje
Xg(t), adrugo prirodno reSenje x(t):

X(t) = X, (t) + %, (t) (151)

Kada se prinudno re3enje xy(t) zameni u jednaginu dobija se da ono treba da bude
reSenje kada postoji funkcijaf(t), odnosno funkcija f(t) odreduje oblik reSenjax(t):
dzxp(t) ‘a, dx,, (t)
dt? dt

U ovom poglavlju, funkcija f(t) je konstanta, zbog ¢ega i prinudno reSenje mora da bude
konstanta. Prvi i drugi izvod konstante su jednaki nuli, tako da se dobija:

+a,x, (1) = f(t) (152)

f(t) = A=const (153)
a,%,(t) = A (154)
X, () =2 (155)

&

Prirodno reSenje x(t) treba da odgovara jednagini koja zavisi samo od elemenata kola a
da ne zavis od funkcije f(t). Homogena jednacina iz koje se dobija prirodno reSenje se moze
napisati i u obliku:

2
EX0) , 5, 0
dt dt
Jedno moguce reSenje jeste da je ono jednako nuli, zbog ¢ega su i prvi i drugi izvod
jednaki nuli. Naravno, nas ne interesuje ovakvo reSenje. Smenom x(t) = Ke* ova jednagina

+ X, () =0 (156)

postaje algebarska jednacing, zato &o sei levai desna strana mogu podeliti sa Ke™:
Ks’e® + 2aKse™ + o;Ke™ =0 (157)

s*+208+ 02 =0 (158)
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Prethodna jednacina se naziva karakteristicna jednatina. Koeficijent o se naziva
koeficijent priguSenja, dok se konstanta o haziva rezonantna uc¢estanost. Ovo je kvadratna
jednatina koja moZe daimatri vrste reSenja, a op&ti oblik je dededi:

2 2
S =—0+40° —0;
2 2
S, =—0—4/0" —W,

ReSenja kvadratne jednacine nazivaju se prirodne (sopstvene) uéestanosti. UnoSenjem
ovih reSenja u o¢ekivan oblik prirodnog reSenja diferencijalne jednacine, dobija se

(159)

X = KleSlt
X = K& (160)
2 7 Z2
Zbir prethodnih reSenja takode predstavlja prirodno reSenje:
x.(t) = K, g™ + K, e% (161)

Konstante K, i K, se odreduju iz pocetnih uslovax(0) i dx(0)/dt.
Postoje tri karakteristi¢na sluéaja u zavisnosti od vrednosti konstanti o i wo:

1. PriguSeno reSenje nastaje kada je vrednost ispod korena veca od nule, odnosno
o’ >wm;, zbog dega su reenja s i s, realna i razlicita, s;#s,. Prirodno re3enje je tada

k()= kd T

ReSenje je zbir dve eksponencijalno opadajuce funkcije. Konstante K; i K, se odreduju iz
pocetnih uslova.

2. Kiritiéno priguseno reSenje nastaje kada je vrednost ispod korena jednaka nuli, odnosno
a’=wm?, i tada su reSenja s, i s, redna i ista, s=s,. Prirodno refenje je tada

X, (t) =B, (ﬁﬁm)t + the(ﬁh/olfwéjt .

ReSenje je zbir dve eksponencijalno opadajuce funkcije, pri ¢emu je jedna srazmernai sa
vremenom. lako je t rastu¢a funkcija, eksponencijalna opadajuca funkcija brze opada od
porasta linearnog ¢lanat. Konstante B, i B, se odreduju iz poc¢etnih uslova.

3. NepriguSeno reSenje nastaje kada je vrednost ispod korena veta od nule, odnosno
a’<wy; zato su reenja s, i, konjugovano kompleksna. Prirodno redenje je tada

X, (t) = K el etionk K elomionk — et (A cog(w,t) + A, Sin(,t)), ©, =0l —a? .
ReSenje je proizvod eksponencijalno opadajucée funkcije sa funkcijom koja ima oscilatorni
karakter . Konstante A; i S; se odreduju iz pocéetnih uslova:

Zailustraciju reSenja, na dlici 5.16 su prikazani oblici reSenja diferencijalne jednacine
drugog reda za tri karakteristicna slu¢aja: konstante su odredene tako da reSenje ima vrednost
nula za t=0, a da za velike vrednosti vremena ono teZi ka 1. Ovo je duc¢a kada se andizira
odziv na naglu promenu jednosmerne vrednosti izvora.
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Slika5.16. ReSenjadiferencijalnejednadinedrugog reda zatri karakteristi¢na
sluéaja.

PriguSeno reSenje ima postepen asimptotski prilaz jedini¢noj vrednosti sa donje
strane. Nepriguseno reSenje ima oscilatorni karakter koji ima znacajna premasenjai podmaSgje
pre nego $to se asimptotski pribliZi jedinici. Kriti¢no priguSeno reSenje prikazano na dici 5.16.
ima najbrze dostizanje vrednosti 1, a zatim se asimptotski pribliZava jedinici sa gornje strane.
U sva tri ducga, ova analiza pokazuje koliko brzo se dostize Zeljena vrednost, na primer
vrednost 0,5 ili 0,9, i posle koliko vremena moZzemo da smatramo da je dobijena vrednost
dovoljno ta¢na za dalju analizu.

5.6 Kola drugog reda sa kondenzatorima i
kalemovima

5.6.1 Rednaveza kalema, otpornika i kondenzatora

Kada su kondenzator i kalem istovremeno prisutni u kolu, dobija se sloZenije kolo. To
su elektricna kola satinjena od izvora, otpornika, kondenzatora i kalemova (takozvana RLC
kola). Primer takvog kola ilustrovan je na dlici 5.17. Ovo kolo predstavija rednu vezu
naponskog izvora, kalema, otpornikai kondenzatora. U trenutku t, dolazi do promene poloZaja
prekidaca, tako da se promeni vrednost jednosmernog naponskog izvora.

Do trenutka t, proteklo je dovoljno vremena da je ostvareno stabilno stanje i da vise
nema promena napona ili struja u kolu. Posto je kondenzator redno vezan sa ostalim
elementima, struja kroz sve elemente je jednaka nuli. Kako je tada napon na otporniku i
kalemu jednak nuli, napon na kondenzatoru bi¢e jednak naponu koji daje nezavisni izvor.
Prema tome, pocetna vrednost struje kalema je jednaka nuli, a pocetna vrednost napona na
kondenzatoru je V.

U trenutku to prekida¢ se prebacuje iz poloZaja 1 u poloZa) 2, i tada se otpornik i kalem
nalaze izmedu dva ¢vora na razli¢itom potencijalu, sa jedne strane to je napon novog
naponskog izvora, a sa druge strane to je napon na kondenzatoru koji ne moze trenutno da
promeni vrednost. Takode, struja kroz kalem, a to je struja kroz sve elemente, he mozZe
trenutno da se promeni.
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Slika5.17. Kolo drugog reda sarednom vezom kalema, otpornikai
kondenzatora.

Za reSavanje kola nagjbolje je da se za promenljivu koja treba da se redi
diferencijalnom jednacinom drugog reda izabere ona koja je zajednicka svim elementima. Za
kolo sa dlike 5.17. to je struja kroz sve elemente. Kori&enjem drugog Kirhofovog zakona, i
relacije koje postoje izmedu naponai struje za kondenzator i kalem, i naravno Omov zakon za
otpornost otpornika, mozZe se napisati sledec¢a jednatina

LG

o R|(t)+C ji(x) dx =V, (162)

ReSavanje jednatine radimo pocev od trenutka kada je nastala promena, to:

dl(t)+R|(t)+vC(t0)+ jl(x)dx v, (163)

Uocimo da je u ovom primeru napon izvora konstantan.

Za uspesno reSavanje diferencijalne jednacine drugog reda potrebno je da eliminiSemo
sve integrale. Zato se diferencirgju obe strane prethodne jednacine, i istovremeno podeli sa L,
kako bi dobili opé&ti oblik diferencijalne jednagine drugog reda:
di(t) Rdi(t)
+——=+—i(t)=0 164
d> L dt LC 0= (169
Kada se prethodna jednacina uporedi sa diferencijalnom jednatinom drugog reda,
mogu se odrediti konstante:

ai— & =TC , f(t)=0 (165)

Nakon zamene konstanti u diferencijalnu jednacinu drugog reda, uz kori&enje
vrednosti za pocetni trenutak i posle dovoljno dugo vremena, dobijgju se izrazi za napone i
struje kola drugog reda. Ako pretpostavimo da su poznate induktivnost i kapacitivnost, tada se
moZe odrediti vrednost za otpornost kada se dobija kriti¢no priguseno reSenje:

L
R= 2\/2 (166)

Za L=5mH i C=2 pF dobija se da je R=100Q za kriti¢no priguseno reSenje. Za
R=200 Q dobija se priguSeno reSenje, a za R=50 Q dobija se nepriguseno reSenje. Za graficki
prikaz rezultata odredeno je da su naponi izvoraVs=12V i Vy=5V.
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lako su date formule za izra¢unavanje reSenja diferencijalne jednatine drugog reda, u
narednom delu bice pokazano kako se to radi kori&enjem matematickih softvera
(Mathematica).

Najpre se napiSe opsti oblik diferencijalne jednatine, u ovom sluéaju simbol x
predstavlja struju kroz sve elemente kola . Uglaste zagrade, [], se koriste da se istakne
nezavisno promenljiva, u ovom sluégju to je vremet ; f je bilo koja funkcija, a u ovoj andlizi
ona je konstanta ili joS ¢este jednaka je nuli; prvi i drugi izvod ("' 1 ') se oznatavaju
apostrofima odmah posle simbola za funkciju vremena x ; blanko znak izmedu izraza se koristi
umesto znaka za mnozenje, dvostruka jednakost (==) se koristi da se istakne da je leva strana
jednaka desnoj, a samo jedan znak jednakosti (=) se koristi za dodeljivanje nekog izraza nekom
simbolu — u ovom slu¢aju to je eql, kome se dodeljuje ceo izraz koji opisuje diferencijalnu
jednaginu:
eql = x'"[t] + al x'[t] + a2 x[t] ==

Konstante (al i a2) u jednacini se dodeljuju u skladu sa postavljenim jednaginama:
al =r/L;

a2 1/ (L ¢);

Otpornost, induktivnost i kapacitivnost su opisani simbolimar, L i c. Pocetni uslov
X [ 0] jedodejensimbolucondl.

condl= x [ 0] ==0;

Komanda koja pronalazi reSenje diferencijalne jednatine je DSol ve. Argumenti ove
komande su simboli koji sadrZze opis diferencijalne funkcije eql, pocetne uslove ako su
poznati condl1, simbolicka oznaka za funkciju koja se dobija reSavanjem diferencijalne
jedntinex[ t] , i simbol za nezavisno promenljivut :

DSol ve[{eql, condl}, x[t], t]

U ovom primeru reSenje ¢e sadrZati joS jednu neodredenu konstantu definisanu kao
simbol C[ 1] . Da bi i nju odredili, ngjpre izvrSimo integraciju struje po formuli za napon
kondenzatora, odredimo limes kada nezavisno promenljiva teZzi beskonatnosti,
izjedna¢avanjem limesa sa vrednoS¢u napona kondenzatora kada prestanu promene u kolu, ato
znxi da je napon kondenzatora jednak naponu naponskog izvora, lako se odreduje nepoznata
konstanta C[ 1] . Zasvatri slugaja softver odreduje simbolic¢ko reSenje, gde su u ovom primeru
L=5mH, C=2 uF, R=100 Q za kriti¢no priguseno reSenje (R=200 Q za priguSeno reSenje,
R=50 Q za nepriguseno reSenje), Vs=12 V, Vo=5 V.

Nadlici 5.18. prikazana je struja koja tece kroz sve elemente kola posto su vezani na
red. Struja do trenutka promene poloZgja prekidaca je bila jednaka nuli, a takode se struja
asimptotski priblizava nuli. Struja je priblizno jednaka nuli ve¢ pose 1 ms. Vidi se da
nepriguseno reSenje ima oscilatorni karakter, a da se najbrze priblizava nuli kada je vrednost
otpornosti jednaka kriti¢no prigusenom uslovu.
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Slika 5.18. Struja kroz elemente kola za C=2 pF, L=2mH, Vs=12V, V,=5V.

Na dlici 5.19. prikazan je napon na kondenzatoru, i vidi se da ne postoji nagli skok
napona u trenutku promene poloZgja prekidaca, ve¢ se promena napona postepeno odvija. Ove
dve dlike, 5.18. i 5.19., potvrduju osobinu da nakon promene poloZaja prekidaca ne moZze doci

do nagle promene struje kalema (a to je istovremeno i struja svih elemenata) i napona
kondenzatora.

Slika 5.19. Napon na kondenzatoru za C=2 pF, L=2mH, V=12V, V,=5V.

Napon na otporniku se dobija kada se struja redne veze elemenata pomnozi sa
konstantom koja je jednaka otpornosti otpornika.

Napon na kalemu moZe da se odredi kada se od napona naponskog izvora oduzmu
naponi na otporniku i kondenzatoru.

V() =Ve—RI() ~Ve (t) (167)

Na dlici 5.20. prikazan je napon na kalemu. Vidi se da ova napon ima skok sa
vrednosti nula na razliku napona dva naponska izvora u trenutku kada je prekida¢ prebacen iz
poloZaja 1 u poloZag 2. | kod ovog napona se mogu ucciti osobine prigusene, kriti¢no prigusene
i neprigusene vrste rada, akoja je odredena vrednoS¢u otpornosti otpornika R.

Zbog nagle promene napona izvora sa jedne na drugu vrednost nije mogla nagla
promena da se dogodi kod napona kondenzatora, kao ni kod napona na otporniku jer struja
kalema nije mogla da se promeni; zbog toga nagla promena napona mogla je da se dogodi
samo kod kalema.
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Slika 5.20. Napon na kalemu za C=2 pF, L=2mH, Vs=12V, V,=5V.

Ovgj primer demonstrira da je dovoljno znati osnovne zakone elektrotehnike (Omov
zakon, prvi Kirhofov zakon, drugi Kirhofov zakon, izraze koji odreduju vezu izmedu napona i
struje svih pasivnih elemenata), grani¢ne vrednosti kada nema promena napona i struja u
kolima (kalem se zamenjuje kratkom vezom, kondenzator se zamenjuje otvorenom vezom).
Diferencijalnu jednacinu treba uneti na nacin kako je to uradeno u ovom primeru, a softver ¢e
naci reSenje u zatvorenom obliku kao da je izvodenje sprovedeno ru¢no (softver ¢e odrediti
koji od tri slucgja se stvarno deSava). Sve slike u ovom delu knjige su upravo i nacrtane na
osnovu izvedenih izraza softvera

5.6.2 Paralelna veza kalema, otpornika i kondenzatora

Paralelna veza kalema, otpornika i kondenzatora prikazana je na dlici 5.21. Kako se
idealni strujni izvor ponasa kao otvoreno kolo u situaciji kada se eliminiSe njegov uticgj, za
prvi poloZg prekidaca je odabrano da bude otvoreno kolo.

Do trenutka t, proteklo je dovoljno vremena da je ostvareno stabilno stanje i da vise
nema promena naponaili struja u kolu. Posto su svi elementi vezani paralelno, strujakalemaje
mogla da se zatvori preko otpornika i postane jednaka nuli, a kondenzator je takode mogao da
se isprazni preko otpornika. To zna¢i da je pocetna struja kalema jednaka nuli. Napon na
kondenzatoru takode je jednak nuli. Prema tome, sve pocetne vrednosti (struja kalema, napon
na kondenzatoru) jednake su nuli.

+
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Slika 5.21. Kolo drugog reda sa paralelnom vezom kalema, otpornika i kondenzatora.

Nakon prebacivanja prekidaca u poloZg 2, struja kroz kalem ne moZe naglo da promeni
vrednost, kao ni hapon na kondenzatoru. To zni da je napon na kondenzatoru mali nakon
prebacivanja prekidaca u poloZg) 2, a to takode znaci i da je struja kroz otpornik mala jer je
mali napon na njegovim krgjevima. Kako se kalem protivi nagloj promeni struje, to ¢ei struja
kroz kalem biti mala. Da bi bio zadovoljen prvi Kirhofov zakon, skora sva strujace u pocetnom
trenutku pro¢i kroz kondenzator.
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Nakon dovoljno dugo vremena, napon na kondenzatore se viSe ne¢e menjati zbog ¢ega
¢ei struja kroz njega hiti jednaka nuli. Napon na kalemu ¢e biti jednak nuli zato $to se nece
menjati struja kroz kalem. Kako se u slu¢aju napajanja kola stalnim strujama kalem zamenjuje
kratkim spojem, to ¢e sva struja strujnog generatora proticati kroz kalem; proizvod nulei struje
kroz kalem odreduje nulti napon na krajevima kola koji su priklju¢eni na strujni generator.
Kako je napon na otporniku jednak nuli, to je i struja kroz njega jednaka nuli. Ova andliza je
neophodna dabi odredili konstante tokom reSavanja diferencijane jednacine drugog reda.

ZareSavanje kola ngjbolje je da se za promenljivu koja treba da se reS diferencijalnom
jednacinom drugog reda izabere ona koja je zajedni¢ka svim elementima. Za kolo sadlike 5.21.
to je napon na elementima. Kori&¢enjem prvog Kirhofovog zakona, i relacije koje postoje
izmedu naponai struje za kondenzator i kalem, i naravno Omov zakon za otpornost otpornika,
moZe se napisati sledeca jednacina

dv(t)

"(t) j V() dx+c M _ (168)
dt
ReSavanje jednatine radimo pocev od trenutka kada je nastala promena, to:
iF?HL(t )+ jv(x)dx+cd‘;(t) I (169)

Uocimo da je u ovom primeru strujaizvora konstantna.

Za uspesno reSavanje diferencijalne jednacine drugog reda potrebno je da eliminiSemo
sveintegrale. Zato se diferencirgju obe strane prethodne jednacine, i istovremeno podele sa C,
kako bi dobili op&ti oblik diferencijalne jednacine drugog reda:

2,
vy, 2 v 1 -0 (170)
> 'RC &t | LC

Kada se prethodna jednacina uporedi sa diferencijalnom jednatinom drugog reda,
mogu se odrediti konstante:

B e, (0=0 ()

Nakon zamene konstanti u diferencijalnu jednacinu drugog reda, uz kori&enje

vrednosti za pocetni trenutak i posle dovoljno dugo vremena, dobijaju se izrazi za napone i

struje kola drugog reda. Ako pretpostavimo da su poznate induktivnost i kapacitivnost, tada se
moZe odrediti vrednost za otpornost kada se dobija kriti¢no priguSeno reSenje:

1L
R==.— 172
\c (172)

Za L=5mH i C=2uF dobija se da je R=25Q za kriti¢cno priguseno relenje. Za
R=12,5 Q dobija se priguseno reSenje, a za R=50 Q dobija se neprigudeno reSenje. Za graficki
prikaz rezultata odredeno je daje strujaizvorals=1 A.

lako su date formule za izratunavanje reSenja diferencijalne jednacine drugog reda, i
u ovom primeru je ceo postupak ponovljen kao za rednu vezu elemenata.
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U ovom primeru reSenje ¢e sadrZati joS jednu neodredenu konstantu definisanu kao
simbol C[ 1] . Da bi i nju odredili, ngjpre izvrSimo integraciju napona po formuli za struju
kalema, odredimo limes kada nezavisno promenljiva teZi beskonacnosti, izjednacavanjem
limesa sa vredno3¢u struje kalema kada prestanu promene u kolu, ato zn&i daje struja kalema
jednaka struji strujnog izvora, lako se odreduje nepoznata konstanta C[ 1] . Za sva tri ducgja
softver odreduje simbolicko reSenje, gde su u ovom primeru L=5mH, C=2 uF, R=25Q za
kriti¢no priguSeno reSenje (R=12.5 Q za prigu3eno reSenje, R=50 Q za nepriguseno reSenje),
Is=1A.

Na dlici 5.22. prikazan je napon na svim elementima kola poSto su vezani paraelno.
Napon je do trenutka promene poloZgja prekidaca bio jednak nuli, a takode se napon
asimptotski priblizava nuli. Napon je priblizno jednak nuli ve¢ posle 1 ms. Vidi se da
nepriguseno reSenje ima oscilatorni karakter, a da se najbrze priblizava nuli kada je vrednost
otpornosti jednakakriti¢no prigusenom uslovu.

Na dlici 5.13. prikazana je struja kroz kalem, i ona ima kontinualnu promenu. Posle
10 us struja je priblizno ponovo konstantna i nju odreduje otpornost redno vezanog otpornika
sa kalemom.

Slika 5.22. Napon par alelne veze za C=2 pF, L=2mH, | s=1A.

Na dlici 5.23. prikazana je struja kroz kalem, i vidi se da postoji postepena promena
od nulte vrednosti do vrednosti koja je jednaka struji strujnog generatora. Treba uociti da je
struja kod nepriguSenog reSenja u jednom trenutku veca od struje strujnog generatora. To se
dogada kada kondenzator vrata energiju koju je primio od strujnog generatora.

Nadlici 5.24. prikazana je struja kroz kondenzator. Struja kroz kondenzator je jednaka
nuli pre prebacivanja prekidaca u poloZg 1, ai je jednaka nuli i posle dovoljno dugo vremena
od kada je prebacen prekida¢ u poloZgj 2.
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Slika 5.23. Struja kroz kalemu C=2 pF, L=2mH, 1=1A.

Kondenzator se veoma brzo puni nakon priklju¢enja na strujni izvor, ali se nakon toga prazni i
strujaje vecim delom negativna.

Slika 5.24. Struja kroz kondenzator za C=2 pF, L=2mH, 1 s=1A.

Analiza paraelne veze pokazuje da struja kroz elemente moZe biti veca od struje
prikljucenih strujnih izvora. Slicno se moZe dogoditi i da su naponi na elementima ve¢i od
napona prikljucenih naponskih izvora Ovu cinjenicu treba uvek imati na umu pri
implementaciji, kako bi probojni napon elementa, maksimalna struja ili snaga elementa bili
takvi da mogu da izdrZe premaSenja koja su moguc¢a kod RLC kola.
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6 Kola sa naizmeniénim strujama

Posebna klasa elektri¢nih kola su kola kod kojih su naponi i struje nezavisnih izvora
sinusoidalne funkcije vremena. Kada ne postoji uticaj prelaznih pojava, naponi u ¢vorovima i
struje u granama kola imace takode sinusoidalni vremenski oblik. Jedna velika oblast primene
ove teorije jeste u snabdevanju elektricnom energijom u domacinstvima i industriji, na primer
naponski izvor ima napganje 220V i ucestanost 50Hz. Ista analiza moze da se koristi
primenom Furijeove transformacije za analizu signala i pojava koje se obraduju, ¢uvaju i
prenose u komunikacijama, gde se signali sa dobrom tatnoStu predstavljgu kao zbir
sinusoidalnih signala razlicite ucestanosti. U ducaju slozeno periodi¢nih sistema koristi se
princip superpozicije.

6.1 Sinusoida, uéestanost, perioda, faza i fazor

Posmatrajmo kolo kod koga nezavisni izvori stvara napon koji je sinusoidalna funkcija
vremena. Najpre treba odrediti ustaljeno, stacionarno ili ravnoteZzno stanje, koje nastaje posle
dovoaljno dugo vremena od kada je izvor ukljugen u kolo. Kao $to je odredeno ustaljeno stanje
kod izvora sa stalnim vremenski nepromenljivim naponima i strujama, a nakon toga su
andlizirane i prelazne pojave, tako i u ovom delu udzbenika treba da odredimo napone i struje
koji su rezultat delovanja nezavisnih izvora. Tek nakon toga se mogu andlizirati prelazne
pojave koje nastaju prebacivanjem prekidacaiz jednog poloZaja u drugi, i time analizirati uticaj
promene povezanosti elemenata u nekom kolu. U praksi, ova ustaljena stanja u kolu su ¢esée
interesantnija. Uloga poznavanja prelaznih pojava ima najveci znacaj kada treba da se odredi
kaji je to vremenski interval potreban da prode pre nego $to stvarno imamo ustaljenu vrstu rada
u kolu.

Posmatrgimo funkciju sinusa u kojoj je sa Xy oznatena amplituda (maksimalna
vrednost) sinusoide, sa  je oznatena kruzna ili ugaona u¢estanost, a wt je argument funkcije
sinusa

X(t) = X,, sin(et) = X,, sinot (273)

Primer funkcije sinusa prikazan je na dlici 6.1. Véi¢ina x(t) moZe predstavljati napon
v(t) ili strujui(t), anezavisno promenljivajevremet.
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Amplituda ima jedinicu signala, na primer, jedinica za napon je u voltima, a za struju
je u amperima.

KruZna u¢estanost mozZe da seizrazi preko ucestanosti f, koja se mnoZi sa 2r radijana.
Jedinica za kruznu u¢estanost je radijana u sekundi (zato &to je jedinica za u¢estanost u hercima
— &to je ekvivalentno 1/sekunda):

o= 2nf (174)

Argument sinusne funkcije ot ima jedinicu u radijanima (vreme se iskazuje u
sekundama af je u 1/sekunda).

Sinusna funkcija je periodi¢na funkcija sa periodom ponavljanja od 2n radijana. Za
poznatu periodu funkcije T, u¢estanost sinusoide f se dobijaiz sledece relacije:

f=2 (175)

Slika 6.1. Sinusna funkcija u funkciji vremenat.

Slika 6.2. Sinusna funkcija u funkciji argumenta wt.

Sinusna funkcija ne mora daima vrednost 0 za t=0; to je razlog da se koristi joS jedna
konstanta, tako da je opsti oblik funkcije:

X(t) = X,, sin(ot +0) (176)

Nova konstanta 6 naziva se fazni ugao ili pocetnafaza.
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Slika 6.3. Sinusna funkcija sa po¢etnom fazom razli¢itom od 0.

Sinusna funkcija se periodi¢éno ponavlja sa periodom T, zbog ¢ega u vremenskom
domenu postoji beskona¢no trenutaka kada funkcijaimaistu vrednost.

Za kola kod kojih se koriste naponski i strujni izvori koji imaju sinusoidalne pobude
tako da svi imaju istu ucestanost, kaZe se da su prostoperiodi¢na. Signali koji su periodi¢ni sa
istom periodom kao i sinusni ali su drugacijeg oblika (na primer trougaoni, pravougaoni)
nazivaju se slozenoperiodicni.

Umesto da se u andizi kola koriste sinusne funkcije sa vremenom u argumentu,
jednostavnije su analize ako se koristi predstavljanje periodi¢nih funkcije preko amplitude i
faze, atrenutna vrednost funkcije se uvek moZe dobiti ako su poznati pocetni trenutak i pocetna
faza. Podrazumeva se daje ucestanost poznata.

Pretpostavimo da je struja kroz kalem sinusoidalnog oblika:
i(t)=1, sin(ot+6) a77)
Napon na kalemu se dobija kao prvi izvod struje kroz njega:

dl,, sin(ot+0)
dt

v (t) =L d'd(tt) =L
(178)
= oLl,, cos(ot +0) = oLl sin(mt+6+%)

Ako je poznata pocetna faza struje kroz kalem, tada je pocetna faza napona na kalemu
veci zan/2, aamplituda napona se dobija kada se amplituda struje pomnoZi sa oL

0,=6

179
evze+% (179)

U prostoperiodiénom kolu svi naponi i struje imaju istu ucestanost, f, odnosno isto o.
Kako su naponi ili struje linearno srazmerni sa naponom i strujom, ili se dobijaju
diferenciranjem, to ¢e u svim linearnim kolima struje kroz sve elemente i naponi na svim
elementima imati istu ucestanost, f, odnosno isto ®. Zato nije potrebno da se koristi
sinusoidalni oblik, ve¢ je dovoljno da se veli¢ine opisuju amplitudom sinusoide i pocetnim
faznim uglom, na primer
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I =1,20 =1,.0
180
vvazevszlemg (180)

Ovakav nacin predstavljanja veli¢ina samo preko amplitude sinusoidalnog signala i
faze naziva se fazorsko predstavljanje. U svakom trenutku se moZe napisati signal preko sinusa
kao funkcija vremena, a od fazorskog predstavljanja se uzimaju amplitudai faza.

U nekim knjigama se koriste i drugacije oznake za fazor: umesto amplitude koristi se
efektivna vrednost, a umesto oznake fazora uspravnim podebljanim slovima, koristi se ukoSeni
simboli koji su podvuceni. Drugagije oznatavanje nema uticgja na tacnost i sustinu primene
fazora koji treba da olak3aju reSavanje kola sa prostoperiodi¢nim izvorima.

6.2 Ojlerov identitet i rad sa kompleksnim
brojevima

Umesto da se u analizi kola koriste sinusne funkcije, jednostavnije su analize ako se
koristi eksponencijalni oblik funkcije.

Ojlerov identitet daje vezu izmedu eksponencijalne i trigonometrijske predstave
funkcija (oznakaj se koristi za predstavljanje kompleksnog broja, j = J-1 ), dika6.4.

e’ = cog(wt) + j sin(ot) (181)

] COS{ ] |
Slika 6.4. llustracija Ojlerovog identiteta.

Sinusnai kosinusna funkcija se mogu izvesti iz eksponencijalne predstave

jot — jot
cos(wt) :% (182)
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ejo)t _ e—jo)t

sin(ot) = 3

(183)

Sa dike 6.4. se vidi da se za sve vece vrednosti vremena vektor krece po krugu u
smeru suprotnom od kazaljki na satu, da posle izvesnog vremena vektor ponovo dolazi u
pocetni poloZaj, i zatim nastavlja da se krece po krugu.

Neki od karakteristi¢nih identiteta su da je modul vektora uvek jednak jedinici zato
stoje
cos®*(ot) +sin®(ot) =1 (184)

Kada se posmatra neka od velic¢ina u trenutku t=0, na primer x(t) = X,, sin(ot+6),
tada se moze primeniti Ojlerov identitet koji je ilustrovan naslici 6.5.

ol |
[{] .l|..|_|li.'l\.'|h|ﬂ']| .l-||

Slika 6.5. llustracija Ojlerovog identiteta.

Amplituda se ilustruje poluprecnikom kruga po kome bi se kretao vektor Xy, a pocetna faza je
o:

x(t) = X,, sSin(ot + 0
()= Xy sin(ot +6) (185
X =X, 20
Vektor moZe da se predstavi i kao par realnog i imaginarnog dela koji su jednaki
kosinusu i sinusu ugla e’ = cos(wt) + jsin(ot) :
cos(ot) = Re(e!"
s(ot) =Re(e™) (186)
sin(ot) = Im(e"")

Zaneku drugu funkciju moZe da se napise:
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X, = X, cos(ot) + jX,, Sin(ot)
X, cos(wt) = Re(X,,e!™") (187)
X,, sin(ot) = Im(X,,e’")
Vazno je napomenuti da smo funkciju nazvali sinusnom, ali se u praksi ¢este koristi

kosinusna forma, zato &o je po Ojlerovom identitetu kosinus jednak realnom delu prema dlici
55.:

X = X, £0

. 188
X,,€" = X,, cos(0) + jX,, Sin(6) (188)

Prezentacija prikazana na dlici 5.5. predstavlja kompleksan boj koji ima realni i
imaginarni deo ili modul i fazu. 1zmedu razli¢itih predstava kompleksnog broja vaZze sledece
relacije:

X =X,e"
Re(X) = X,, cos(0)
Im(X) = X,, sin(6)

X = Re(X) + j Im(X) (189)
Xy = (Re(X) ) +(Im(X)
0 = arctan Im(X)

Re(X)

Treba obratiti paZnju da se u pojedinim udZbenicima koristi eksponent (-1) za
oznacavanje inverzne funkcije a da to nije recipro¢na vrednost, na primer u ovom udzbeniku
Koristiée se arctan umesto tan™.

Zbir dva kompleksna broja dobija se tako $to je realni deo jednak zbiru realnih delova
aimaginarni deo zbiraje jednak zbiru imaginarnih delove

Xy =Re(X,) + jIm(X,)
X, =Re(Xp) +jIm(X;)
X, + X, = (Re(X,) + Re(X,))+ j(Im(X,) + Im(X,))
Re(X1+ X2)= Re(X,) +Re(X,) (190)
Im(X, + X,)=Im(X,) +Im(X,
Xuaeg = \/(Re(xl) + Re(xz))z + (I m(X,) + |m(X2))2
Im(X,)+1Im(X,)
Re(X,) + Re(X;)

Razlika dva kompleksna broja se dobija na slican natin tako &to je realni deo razlike
jednak razlici realnih delova, aimaginarni deo razlike je jednak razlici imaginarnih delova

01, = arctan
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X, =Re(X))+ jIm(X,)
X, =Re(X,) + jIm(X,)
X, - X, =(Re(X,) —Re(X,))+ j(Im(X,) — Im(X,))
Re(X, - X,)=Re(X,) - Re(X,) (191)
Im(xl - Xz) =Im(X;)-1m(X;)
Xy s = | (RE(X,) — Re(X,)  + (Im(X,) — Im(X,)

Im(xl)_ Im(xz)

Re(xl)_ Re(xz)

Proizvod dva kompleksna broja dobija se tako Sto se pomnoZe moduli a saberu faze:

0. = arctan

Xl = Re(xl) + ] Im(xl)
Xz = Re(x2)+ J Im(xz)
X,X, = (Re(X,) Re(X,) ~Im(X,) Im(X,))+ j(Re(X,) Im(X,) + Re(X,) Im(X,))
Re(X,X,) = (Re(X,) Re(X,) - Im(X,) Im(X,)) (192)
Im(X,X,) = (Re(X,) Im(X,) + Re(X,) Im(X,))
XM(:le) = XMlXMZ
Oy =6, +0,
Deljenjem dva kompleksna broja zahteva da uvedemo konjugovanu vrednost
kompleksnog broja:
Xl = Re(xl)+ J Im(Xl)
X, =X, =Re(X,)— jIm(X,)
Im(X,)=~1m(X,)
Xz = X1
0,=-6,
V azne osobine konjugovano kompleksnih brojeva su sledece:
Xl = Re(xl)+ ] Im(xl)
X, X, = (Re(X,)F +(Im(X,))*
Re{X, X, )= (Re(X,))" + (Im(X,)) -
Im(X, X, )=0
XM(lxl*) = Xl\2/11
0a =0
Za deljenje dva kompleksna broja koriste se operacije mnoZenja i sabiranja
kompleksnih brojeva kao i osobine konjugovanih brojeva:
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X, =Re(X))+ jIm(X,)
X, =Re(X,)+ jIm(X,)
Xy Xy Xy XXy

—= - = (195)
2 X2 X2 XZXZ
_ (Re(X)) Re(X,) + Im(X,) Im(X,))+ j(Re(X,) Im(X,) - Re(X,) Im(X,))
(Re(X,) ) +(Im(X,))*
R{ X ) _ (Re(X,) Re(X,) +Im(X,) Im(X,))
X, (Re(X,)F +(Im(X,))?
,m[ X, J _ (Re(X;) Im(X,) ~Re(X,) IM(X,))
X, (Re(X,)) +(Im(X,)) (196)
XM(1/2) :;2_:::
e(1x2) = e1 - e2

Iz prethodnih izraza se vidi da je sabiranje i oduzimanje kompleksnih brojeva
jednostavnije kada su brojevi predstavljeni preko realnog i imaginarnog dela, a da su mnoZenje
i deljenje jednostavniji kada se koristi polarni koordinatni sistem.

6.3 Opis elemenata kola pomoéu fazora

Izrazi zanaponei struje zatri osnovna elementa elektri¢nih kola (otpornik, kondenzator
i kalem), kao i izrazi za jednostavnije veze ovih elemenata, posluZi¢e kao uzorni primeri
analize kola u prostoperiodiénom reZzimu rada

6.3.1 Otpornik

U dlucaju otpornika, vezaizmedu struje i napona data je Omovim zakonom, i onajeista
i ufazorskom predstavljanju:
v(t) =Ri(t) (197)
V =RI

Za poznate vrednosti fazora struje kroz otpornik mogu se odrediti vrednosti fazora
napona na otporniku:
I =1,,£6,
V =V,,Z£6,
Vy =Ry
6, =9,

(198)

Kada se koristi eksponencijalnaforma, tada je:
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88
|(t) =1 " ej((uHe,)

_\ @ilot+6,)
v(t) =V,e (199)
V, =R,
6, =6,
Zasinusoidalnu formu predstavljanja naponai struja, izrazi su dededi:
it)=1,sin(ot+9,)
v(t) =V,, sin(wt + 6
) w SiN(o v) (200)
V, =R,
8, =6,
Ako je poznat napon na otporniku, a treba naci struju kroz otpornik, tada se koriste
dededi izrazi
i(t) = S v(t)
R (201)

Y
R

Za poznate vrednosti fazora struje kroz otpornik mogu se odrediti vrednosti fazora

napona na otporniku:

V =V, 20,
I =1,26,

1 (202)
lM :EVM
0, =6,

Kada se koristi eksponencijalna forma, ponovo se dobija da struja kroz otpornik i

napon ha hjemu imaju istu fazu:;
V(t) — VM e] (ot+6y)

i(t) =1, "

| =£V (203)
M RYM

0, =6y

Zasinusoidalnu formu predstavljanja naponai struja, izrazi su dededi:
i(t)=1,sn(ot+0,)

v(t) =V,, sin(ot +6,)
1 (204)
Iy = EVM

0, =6,
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Zgjedni¢ka osobina svih izraza jeste da su napon na otporniku i struja kroz njega
direktno srazmerni i daimaju istu fazu:

V, =R,

205
6, =0, (205)

Na dlici 6.6. prikazan je otpornik u kolu sa naizmeni¢nim strujama, i njegov fazorski
prikaz. Napon je nacrtan punom linijom a strujaisprekidanom.

[ g Lol

[} = B
i}

Slika 6.6. Vremenski i fazor ski dijagram za napon i struju otpornika.

U trenutku t=0 faza napona i struje imaju istu vrednost. Ako je usvojeno da se svi

naponi i struje predstavljgju sinusoidom, tada fazni ugao treba da se doda u argumentu
funkcije.

6.3.2 Kondenzator
Pretpostavimo da je poznat napon na kondenzatoru i daima oblik funkcije sinusa:
v(t) =V,, sin(ot +0) (206)
Struja kroz kondenzator se dobija kao prvi izvod napona na njemu:

V(D) _ _dVy, Sn(ot+6) _
dt dt

i (t) = 0CV,, sin(oat+9+g)

i(t)=C

®CV,, cos(ot + 0)
(207)

Dabi i napon i struja bili izraZeni preko funkcije sinus, i ako je poznata pocetna faza
napona na kondenzatoru, tada je pocetna faza struje kroz kondenzator veca za n/2, a amplituda
struje se dobija kada se amplituda napona pomnozi sawC

Iy =oCV,
6,=6 (208)

0,=0+=
2

Ako je poznata struja kroz kondenzator, tada se napon izratunava kao integral
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v(t):ilesin(mue)dt:-ilM cos(mt+e)=-i|M cos(ot + 6)
C oC oC
A (209)
. T
v(t)=—1,, sin(ot+6——
(t) ' (@ Q

U ovom izvodenju koristili smo neodredeni integral za razliku od odredenog integrala
kada su racunate prelazne pojave. Takode, nije uzimana u obzir ranije akumulisana energija u
kondenzatoru kao jednosmerni napon koji je postojao u nekom trenutku vremena. Na primer u
t=0 nas interesuje samo odziv na sinusoidalan naponski ili strujni izvor. Na dlici 6.7. prikazan
je kondenzator u kolu sa naizmeni¢nim strujama, i njegov fazorski prikaz. Napon je nacrtan
punom linijom a struja isprekidanom.
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Slika 6.7. Vremenski i fazor ski dijagram za napon i struju kondenzatora.
Na osnovu fazorskog predstavljanja moZe se napisati relacija koja povezuje fazor
struje kroz kondenzator i fazor napona na kondenzatoru:
| = joCV
l,, = oCV,,
j — e]'7'[/2 (210)

0,=0,+=
2

Maksimalna vrednost struje dobije se kada se maksimalna vrednost napona pomnozi
sa oC, aj pokazuje da je ugao struje za n/2 vedi od ugla napona. Pravila koja se koriste za
izracunavanje struje su pravila za proizvod kompleksnih brojeva, gde se napon na elementu
predstavlja kompleksnim brojem, a joC je kompleksni broj koji ima samo imaginarnu
komponentu.

6.3.3 Kalem
Pretpostavimo da je poznata struja kroz kalem i daima oblik funkcije sinusa
i(t)=1, sin(wt+0) (211)

Napon na kalemu se dobija kao prvi izvod struje kroz njega:
d:j(tt) _ 9w SN(O0) 1y cos(ot +0)

ct (212)
u, (t) =oll,, sin(wt+6+%)

u (t)=L



Prof. dr Miroslav Lutovac 91

Dabi i napon i struja bili izraZzeni preko funkcije sinus, i ako je poznata pocetna faza
struje kroz kalem, tada je pocetna faza napona na kalemu veca za n/2, a amplituda napona se
dobija kada se amplituda struje pomnoZi sa wL

V, =oll,,
0,=0 (213)

0,=0+—
2

Ako je poznat napon na kalemu, tada se strujaizracunava kao integral

i(0) == [Vyy Sin(ot + 6)dt =~V cos{et +6) =~V cos(et + 6)
L oL oL
) (214)
. . TC
it)=—V,, sin(ot+0——
® L (o 2)

U ovom izvodenju kori&¢en je neodredeni integral, zato $to se ne uzima u obzir ranije
akumulisana energija u kalemu kao jednosmerna struja, koji je postojao u nekom trenutku
vremena, na primer u t=0. U ovoj andlizi se trazi samo odziv na promenljive izvore koji imaju
sinusoidalnu promenu. Na slici 6.8. prikazan je kondenzator u kolu sa naizmeni¢nim strujama,
i njegov fazorski prikaz. Struja kroz kalem je nacrtana punom linijom, a napon na kalemu
isprekidanom.
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Slika 6.8. Vremenski i fazor ski dijagram za napon i struju kalema.

Na osnovu fazorskog predstavljanja moze se napisati relacija koja povezuje fazor
napona na kalemu i fazor struje kroz kalem:

V = jolLl
V, =oll,
j :ejrr/2 (215)

0,=0+=
2

Maksimalna vrednost napona dobije se kada se maksimalna vrednost struje pomnoZi
sa oL, aj pokazuje da je ugao struje za n/2 vedi od ugla napona. Pravila koja se koriste za
izratunavanje napona su pravila za proizvod kompleksnih brojeva, gde se struja kroz element
predstavljena kompleksnim brojem, a joL je kompleksni broj koji ima samo imaginarnu
komponentu.
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6.4 UopSteni Omov zakon, impedansa i admitansa

U elektri¢nim kolima sa jednosmernim strujama, koli¢nik napona na otporniku i struje
kroz otpornik jednaki su konstanti na osnovu Omovog zakona Ta konstanta je nazvana
otpornost otpornika.

Omov zakon vaZi za otpornike i u slu¢aju kola sa naizmeniénim strujama. Isti zakon
moZze da se generalizuje da vazi i za kalemove i kondenzatore, kada se naponi i struje prestave
fazorima. Naponi i struje postaju kompleksne velicine, zbog ¢ega i koli¢nik napona i struje
takode moZze hiti kompleksni broj.

Kada se formira koli¢nik fazora napona na nekom elementu i fazora struje kroz isti
element dobija se:

Z=— (216)

Recipro¢na vrednost impedanse naziva se admitansa. Jedinica za admitansu je simens (S).

1

Y== (217)
|

Y=y (218)

Relacije koje povezuju napon i struju preko impedanse i admitanse nazivaju se
uopSteni  (generalizovani) Omov zakon. Slika 6.9. ilustruje jedan primer fazorskog
predstavljanja naponai struje neke impedanse. Kada je impedansa jedan kalem ili kondenzator,
fazna razlika izmedu napona i struje moze da bude -n/2 ili n/2, a kada je samo otpornik fazna
razlikaje 0. U svim ostalim slu¢ajevima je faznarazlika u opsegu od -7/2 do n/2.

+ Wil 1, ITear

V=71 T s ,-'"f & w (rad ] V \e
— - o0 “ : —= Re

Slika 6.9. Vremenski i fazor ski dijagram za napon i struju impedanse.
Kako se impedanse i admitansa mogu predstaviti kompleksnim brojevima, izmedu

njih vaze dedece relacije koje se mogu izvesti u polarnom koordinathom sistemu (preko
modulai ugla):

7=V W Vu o _g)=20,-0,)=20, (219)
I 1,20, 1,

vt w0 w6 )=y, —0,)= Y0 (220)
Vo V,28, V, Y LY Y
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U pravouglom koordinathom sistemu, impedansa i admitansa se predstavljaju preko
realnog i imaginarnog dela:

Z(jo) = R(0) + jX(o) (221)
Y (jo) =G(w)+ jB(w) (222)

Realni deo impedanse, koji se oznatava sa R(w), naziva se rezistivna komponenta ili
rezistansa. Imaginarni deo impedanse, koji se oznatava sa X(w), naziva se reaktivna
komponenta ili reaktansa. Realni deo admitanse naziva se konduktansa i oznatava sa G(w).
Imaginarni deo admitanse naziva se susceptansa, koristi se oznaka B(w). Reani delovi mogu
biti samo pozitivni, aimaginarni delovi mogu biti pozitivni ili negativni.

Impedansa i admitansa se dobijgju kao koli¢nik dva fazora, ali oni nisu fazori.
Vrednost impedanse i admitanse su konstantne i ne zavise od vremena, dok se pod pojmom
fazora podrazumeva da je to vrednost veli¢ine u nekom trenutku i da se menja sa vremenom.
Medutim, impedansa i admitansa imgju vrednost koja zavis od ucestanosti sinusoidalnih
signala. Zarazli¢ite u¢estanosti i njihove vrednosti se razlikuju.

Zavisno od toga koji je oblik predstavljanja kompleksnog broja korisniji zaizvodenja,

koriste se dve vrste predstavljanja:
Z(®) = /R*(w) + X*() (223)

_ X (o)
0, (o) = arctan[ R(©) J (224)
R(w) = Z(w) cos(6, (w)) (225)
X(®) = Z(w)sin(6; (w)) (226)

U prostoperiodi¢cnom sistemu, u kome postoji samo jedna ucestanost sinusoidalnog
signala, nije potrebno da se piSe da su zavisne od frekvencije:

Z=VR*+X? (227)
X

0, = arctan[EJ (228)

R=Zcos(0,) (229)

X =Zsin(0,) (230)

Impedansa se moze odrediti ako je poznata admitansa, kao i obrnuto:
G

-B
G= R _ (233)
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-X
B=—"— 234
R*+ X2 (2349
U dedecoj tabeli su date impedanse i admitanse za tri osnovna elektri¢éna elementa
(otpornik, kondenzator i kalem):

Tabela 1. Impedansei admitanse za tri osnovna elektri¢na elementa

element impedansa (2) admitansa (Y)
. 1
otpornik, R Zp,=R Ye :E
kondenzator, C z - ——j—l Y. =joC
ondenzator, c joC oC c=
1 1
Z =joL Y =—=-]—
kalem, L L= o LT el J(DL

U ovoj tabeli treba voditi ratuna da je R otpornost otpornika, a ne rezistivha
komponenta.

6.5 Snaga u kolima sa naizmeniénim strujama
Po definiciji, trenutna snaga je jednaka brzini promene energije:
dw .
p—a—w (235)

Primenom trigonometrijskih pravila, dobija se da snaga ima vremenski promenljiv
deo i deo koji ne zavisi od vremena:

p=V, sin(ot+0,)l,, sin(wt+6,) =
= %VM [, cos(2mt + 6, + ei)+%vM I, cos(6,-6,) (236)
p=p(ot)+P

Srednja snaga zavisi od amplituda napona i struja, kao i od razlike faza napona i
struje. Vremenski promenljiv deo snage ima dva puta veéu ucestanost promene ucestanosti
naponaili struje:

p(wt) = 1VM Iy cos(2ot +6, +6,)
2 (237)

P:%VMIM cos(0, —96,)
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Slika 6.10. llustracija snage u kolima sa naizmeniénim strujama.
Srednja snaga periodi¢nog signala se izratunava kao srednja vrednost proizvoda
naponai struje. Dovoljno je da se racuna srednja vrednost u okviru jedne periode:

1: . 1
p:?g\n:Evacos(ev—ei) (238)

Ako oznatimo razliku faza fazora napona na nekom elementu i struje kroz element sa
¢ , dobijase daje srednja snaga

P= %VM Iy COS® (239)
Najveca snaga u funkciji fazne razlike dobija se kadaje ¢ =0:

P= Yulw (240)
2
Otpornik je pasivni element koji elektricnu energiju pretvara je u toplotu energiju.
Fazna razlika napona na otporniku i struje kroz otpornik je jednaka nuli, ¢=0. Za otpornik
postoji jednostavna relacija za snagu koja je jednaka proizvodu jednosmernog napona na
otporniku V. i jednosmerne struje kroz njega | :

P =Vpclpe (241)

Dabi dobili sli¢nu relaciju za otpornik na ¢ijim je krajevima sinusoidalni napon a kroz
njega sinusoidal na struja, definisacemo efektivne vrednosti napona V i struje |4 :

Vyl Vy |
potuim _Vw Im _y
2 \/E\/E ef 'ef
V, J% (242)

Ako se pode od Omovog zakona za naizmeni¢ne struje i otpornik, dobija se da se
moZe koristiti maksimalha vrednost, modul ili efektivna vrednost za naponei struje:
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R=Y _Vu _Ve
L,

— e (243)

Primenom Omovog zakona, napon ili struja se mogu izraziti preko otpornosti otpornika.
Tako sei srednja snaga na otporniku moZze izraziti i preko kvadrata naponaiili kvadrata struje i
otpornosti (ili provodnosti):

2 _ Vi 213
P=V I, =Rl =-%=GV;=-% 244
ef ef R ef G ( )
Upravo zbog ¢injenice da su izrazi za naizmeniéne struje isti kao i za ekvivalentnu
jednosmernu struju, u brojnim sluégjevima se umesto maksimalne vrednost sinusoidalne
veli¢ine koristi efektivna vrednost u fazorskom predstavljanju naponai struje.

6.6 Kirhofovi zakoni u kolima sa naizmeniénim
strujama

Isti zakoni koji vaze za kola sa jednosmernim strujama i za prelazni rezim, vaze i za
kola sa naizmeni¢nim strujama.

6.6.1  Prvi (strujni) Kirhofov zakon

Po prvom Kirhofovom zakonu, ili strujnom Kirhofovom zakonu, suma svih struja koje
uticu u ¢vor elektricnog kola jednaka je sumi svih struja koje isticu iz tog ¢vora. Ako je
usvojeno da je smer svih struja ka ¢voru u koji se stice N grana, tada je suma svih struja
jednaka nuli:

ZN:i [(t)=0 (245)
j=1

U sluégju prostoperiodi¢ne vrste rada elektricnog kola, sve struje su sinusoidalne i
imaju istu u¢estanost. Strujni Kirhofov zakon vazi u svakom trenutku vremena:
N

Y1y, sn(et+6,,)=0 (246)

j=1
Kako fazorska predstava oznatava struje u jednom trenutku, na primer zat=0, a struje
su potpuno odredene amplitudom sinusoide i fazom u trenutku t=0, prvi Kirhofov zakon moze
dase napisei preko fazora struja:
N
ZI ;=0 (247)

-1

Za fazorsko predstavljanje struja, prvi Kirhofov zakon moze da se interpretira na
slededi nagin: suma fazora svih strujakoje se sti¢u u neki ¢vor elektri¢nog kola jednaka je nuli;
podrazumeva se da sve struje imaju referentni smer ka ¢voru. Istaformulavazi i ako sve struje
imaju referentni smer od ¢vora. Promena referentnog smera struje moze da se uradi tako to se
faza struje povec¢a za, u fazorskom predstavljanju struje.
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6.6.2 Drugi (naponski) Kirhofov zakon

Po drugom Kirhofovom zakonu zbir svih napona u petlji jednak je nuli. Ovaj zakon
kaji je uveden kod jednosmernih struja, vaZi i zavremenski promenljive struje.

U vremenskom domenu zbir svih naponau petlji jednak je nuli:
N
dv(t)=0 (248)
j=1

U ducgju prostoperiodi¢ne vrste rada elektriénog kola, svi naponi su sinusoidalni i
imaju istu u¢estanost. Naponski Kirhofov zakon vaZi u svakom trenutku vremena:

N
> Vi, sin(wt +6, ) =0 (249)
=1

Kako fazorska predstava oznatava napone u jednom trenutku i svi naponi su potpuno
odredeni amplitudom sinusoide i fazom u trenutku t=0, drugi Kirhofov zakon moze da se
napiSei preko fazora napona:

N
YV, =0 (250)
=

Za fazorsko predstavljanje napona, drugi Kirhofov zakon moze da se interpretira na
slededi natin: suma fazora napona u petlji elektricnog kola jednaka je nuli; podrazumeva se su
referentni polariteti naponatakvi da su saglasni sa smerom obilaska petlje. Ukoliko je polaritet
napona suprotan od smera obilaska petlje, promena polariteta moze da se uradi tako &to se faza
napona uveca zam.

6.7 Osnovne transformacije u kolima sa
naizmeniénim strujama
Primenom uop&tenog Omovog zakona, kao i strujnog i naponskog Kirhofovog zakona,
neka kola se mogu uprostiti. Upros¢enje podrazumeva da je smanjen broj jednacina kojima se
elektriéno kolo opisuje, ¢ime je olakSano i reSavanje kola.
6.7.1 Serijska (redna) veza impedansi

Serijskaili redna vezaimpedansi prikazanaje nadlici 6.11. Redna veza se dobija kada se
n impedansi nadovezuje jedna na drugu, tako da ista struja tece kroz sve impedanse. Za svaku
petlju u elektricnom kolu moZe se napisati jednacina po haponskom Kirhofovom zakonu:

V=ZI|+Z,)++Z | =(Z,+Z,++Z))], (251)

V=2, (252)
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Slika 6.11. Serijska (redna) veza impedansi.

Jedan od ¢vorova je odreden kao referentni i oznacen kao nulti, a simbol uzemljenja
(mase) se koristi da bi se lak3e uocilo koji su to ¢vorovi elektrichog kola za koje treba
izracunati potencijal. Pocev od ¢vora 1 do O protice ista struja kroz sve elemente, a napon ¢vora
1 ne sme da se promeni nakon odredivanja ekvivalentne impedanse. Sve impedanse koje su
vezane na red mogu da se zamene samo jednom impedansom kroz koju tece ista struja kao i
kroz svaku pojedinaénu impedansu, a napon u ¢voru 1 jeisti u originalnom elektriénom kolu i
u kolu sa ekvivalentnom impedansom Zs. Ekvivalentna impedansa je jednaka zbiru
pojedina¢nih redno vezanih impedansi:

Zo=2,+Z,+-+2Z, (253)
Kako se sve impedanse predstavljaju kompleksnim brojevima, to se primenjuju pravila za
sabiranje kompleksnih brojeva.
6.7.2 Delitelj (razdelnik) napona

Posmatrajmo dve redno vezane impedanse, kao na slici 6.12. Kroz obe impedanse proti¢e
istastrujal
V

| = 254
Z,+7Z, (254)

Naponi na serijski vezanim impedansama su po Omovom zakonu proizvod impedanse i
struje kojatece kroz tgj element:

V, =V,-V, =2ty (255)
Z,+7Z,
V, =V, =—%2_y (256)
2 Z,+7Z,

Ovo zni da se u kolu sa slike 6.12. napon izvora V deli izmedu impedansi Z; i Z, u
direktnoj srazmeri sa njihovim vrednostima. Stoga se ovo kolo naziva delitelj (razdelnik)
napona.
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&

Slika 6.12. Delitelj (razdelnik) napona.

6.7.3 Paralelnavezaimpedansi

Kada se n impedansi poveze izmedu dva ¢vora, takva veza se naziva paraelna veza
impedansi, Paralelna vezi impedans prikazana je na slici 6.13. Cvorovi koji su kratko spojeni
se interpretirgju kao jedan ¢évor (to znagi da su ¢vorovi 1, 2, ... n, jedan teisti ¢vor koji je na
dlici 6.13. desno i oznaten kao ¢vor 1).

b |
2N Zaf 2 _J.q,lv.z
G vill vl vl ) =
| - - ] IL

Slika 6.13. Par alelna veza impedansi.

'
—
—az

Zp-
Yo

Na dlici 6.13. levo moZzemo smatrati da su na évor 1 povezani i naponski izvor i svih n
admitansi. Tada se moZe napisati jednacina po strujnom Kirhofovom zakonu:

L, =Y VYVt Y V=(Y, + Y+ 4+ Y )V (257)

Zaekvivalentni ¢vor 1 nadlici 4.7. desno moZe napisati:
=Y,V (258)
Izrazi su identi¢ni kao za rednu vezu impedansi, s tim da su umesto impedansi hapisane
admitanse, ai napon i struja su promenili mesta.

Napon izvora V i struja kroz izvor |p u oba kola na dlici 6.13. su isti. Za ekvivalentnu
admitansu Y , sada moZze da se napiSe:

Yo=Y, +Y,+--+Y, (259)
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Ekvivaentna admitansa paralelno vezanih admitansa moze da se izra&tina kao zbir
pojedinaénih admitansa. Umesto admitanse, prethodni izraz moZe da se napiSe preko
impedansi, i tada se dobija sledecarelacija

1 1 1 1

— =ttt (260)
Z, 2, Z, Z,

Naponi i struje su predstavljeni kao fazori, a impedanse i admitanse su kompleksni
brojevi.
6.7.4 Delitelj (razdelnik) struja

Posmatrajmo dve paraelno vezane impedanse koje su prikazane nadlici 6.14.

Slika 6.14. Délitelj (razdelnik) struje.

Obe impedanse su priklju¢ene izmedu istih ¢vorova $to znaci daje i napon na njimaisti.
Tako je ekvivalentna impedansa dve paralelno vezane impedanse:

Z,=— 1 _— 2.2, (261)
T —— Zl+ZZ
Zl ZZ

Napon u ¢voru je 1 moze da se izrazi preko struje strujnog izvora i ekvivalentne
impedanse:

Z,Z,

172 262
Z,+7, (262)

1=

Struje kroz svaku od impedansi se dobijgju po Omovom zakonu kao koli¢nik napona u
¢voru 1 i same impedanse:

. = | (263)

B (264)
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Strujaizvora | deli se izmedu impedansi Z; i Z, stim da je struja manja kada tece kroz
impedansu koja ima vecu vrednost. Ovakvo kolo se naziva delitelj (razdelnik) struje.

6.8 Transformacije trougao - zvezda i zvezda -
trougao

Transformacije veza impedansi iz trougla u zvezdu i iz zvezde u trougao su dve ¢esto
koristene transformacije u reSavanju elektricnih kola. Isti izrazi za transformacije trougla u
zvezdu i zvezde u trougao koji su prikazani za otpornike u delu o jednosmernim strujama,
mogu se primeniti i na impedanse s tim da se simboli za otpornost zamene simbolima za
impedansu.

llustracijatransformacija je prikazana nadlici 6.15.

Slika 6.15. Transformacije trougao-zvezda i zvezda-trougao.

U struénoj literaturi na engleskom jeziku ¢esto se koristi smboli¢ko oznatavanje za ove
dve transformacije impedansi: A—Y i Y —A.

Da su ova dva kola ekvivalentna, potvrduje se time &o su naponi u ¢vorovima A, B i C
isti, aiste sui struje koje bi bile u granama koje su preko ¢vorova A, B i C povezivane saovim
kolom. Podrazumeva se da ¢etvrti ¢vor nije povezan sadrugim elementimaosimsaA, Bi C.

Impedansa izmedu ma koja dva ¢vora u oba kola, kada je treci ¢vor nepovezan, mora biti
ista. Koris¢enjem pravila za paralelno i redno vezivanje impedansi, dobija se:

2o =Zpt2y= 22017 25) (265)
Z,+Z2,+7Z,
Zoo =24 2o =231 22) (266)
Z,+72,+7Z,
ZAC:ZA+ZC:M (267)
Z,+72,+7Z,
ReSavanjem sistema jednadinapo Z, Zg i Zc, dobija se:
E——2 (268)

T Z,+2,+2,
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Z,Z,

=—23 (269)
B Z,+2,+Z,
Z. :L (270)
Z,+72,+7Z,
ReSavanjem sistema jednatinapo Z,, Z, i Z3, dobija se:
7, ZaZs*ZiZc+ZoZc (271)
ZB
ZZ:ZAZB+ZAZC+ZBZC 272)
ZC
z,- ZAZB+Z§ZC+ZBZC 279)
A

Ove transformacije se obi¢no koriste kada nije moguc¢a primena transformacija iz
paraelnih u rednakolai obrnuto.

6.9 Transformacije izvora U kolima sa
naizmeniénim strujama

Idealni naponski i strujni izvori se éesto koriste u izratunavanjima zato $to znatgno
smanjuju sloZenost problema u analizama, a i stvarne karakteristike kola nisu znatgjnije
razlicite od idealnih modela. Realni izvori se moraju primeniti kada nije mogu¢e modelovati
kolo idealnim elementima, na primer, kada se ne zna koliki je napon izmedu ¢vorova izmedu
kojih su paralelno vezana dva razli¢ita idealna naponska izvora, ili, kada se ne zna kolika je
struja u rednoj vezi dvarazli¢ita strujnaizvora.

Realni naponski izvor prikazan je na dici 6.16. Realni naponski izvor ima konatnu
unutrasnju impedansu Zy na red sa idealnim naponskim izvorom V. Realni strujni izvor
prikazan je na dlici 6.17., i on ima konatnu unutradnju impedansu Z, paralelno sa idealnim
strujnim izvorom, |. Potro3a¢ koji je prikazan na slikama 6.16. i 6.17., Zp, treba da ilustruje
ostatak elektricnog kolakoje je priklju¢eno na naponski ili strujni izvor.

U nekim ducgjevima je lakSe resiti elektricno kolo (smanjiti broj granaili broj ¢vorova
kola) ako se pretvori strujni izvor u ekvivaentni naponski izvor, i obrnuto. Da bi oba ova
elektri¢naizvora obezbedilaisti napon na potroSacuy, i istu struju kroz ekvivalentni potroSat Zp,
napon i struja nezavisnih izvora treba da zadovolje neke uslove. Primenom Omovog zakona,
isti napon na potroSacu i ista struja kroz potrosa¢ se dobijaju kada su ispunjeni sledeci uslovi:

Z,=2, (274)
Vv

| =— 275
R, (275)

V=R, (276)
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Slika 6.16. Realni naponski izvor.

Kada u elektricnom kolu postoji nezavisni strujni izvor (predstavljen preko fazora
struje sa |) a sa njim je paralelno povezana impedansa Zp, tada se ovakvo kolo moZe
predstaviti i ekvivalentnim nezavisnim naponskim izvorom ¢iji je napon V= Zpl a koji ima
redno vezanu impedansu Zp. Kada elektricno kolo sadrzi nezavisni naponski izvor
(predstavljen preko fazora napona V) sa redno vezanom impedansom Zp, tada se ovakvo kolo
moze zameniti kolom koje ima ekvivaentni strujni izvor struje I1=V/Zp sa paralelno
povezanom impedansom Zp (nekada se umesto impedanse koristi admitansom Yp). Ostali
parametri kola u kome se nalaze nezavisni izvori ostaju nepromenjeni.

Slika 6.17. Realni strujni izvor.
Relacije izmedu ekvivalentnog realnog naponskog i strujnog izvora su:

Vv z,

lp= = | 277
P z,+Z2, Z,+Z, 77)

Z, \_ 22,

- - 278
Prz,+Z, Z,+Z, (278)

Transformacije izvora se ¢esto koriste za uprodtavanje eektri¢nih kola, da bi se za
potrebe analize kola, smanjio broj ¢vorovaili smanjio broj petlji u kolu.
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6.10 Sistem jednacina napona ¢évorova za kola sa
naizmeniénim strujama

Za potrebe reSavanja elektri¢nih kola, u situaciji kada je broj ¢vorova vedi od broja
grana kola, najbolje je da se koristi sistem jednatina formiran za napone svih ¢vorova kola. Za
kolo koje iman ¢vorova, broj linearnih jednatina koje treba postaviti je za jedan manji od broja
¢vorova, zato $to se jedan ¢vor moze koristiti kao zajednicki referentni ¢vor. Broj nepoznatih
napona u sistemu je n-1. Sistem jedna’ina napona ¢vorova predstavlja sistem linearnih
jednatina napona predstavljenih kao fazori a sa kompleksnim koeficijentima:

L =Y Vi+ YRVt + Y Vi

Lo =Y Vi+ YV + 4+ Yo Vi (279)

Ly = YomVat Yoa2Vat+ Yo g0y Vi

Dijagonalni elementi, Y ., predstavljgju zbir provodnosti svih granakoje su povezane
sa ¢vorom m. Struje sa leve strane jednacing, |, su struje izvora koje uti¢u u ¢vor m. Kada je
m#n, Y o Seraéuna kao admitansi svih granaizmedu ¢vorovami n.

Kako se ¢esto deSava da su ¢vorovi kola povezani samo sa nekoliko drugih ¢vorova,
to je veliki broj admitansi jednak nuli, a $to je ekvivalentno beskona¢noj impedansi, odnosno
nemaimpedanse izmedu tih évorova. Sistem jednatina se moZe napisati posmatranjem kola.

Nakon &o se odrede svi naponi ¢vorova, a zgjednicki ¢vor ima vrednost O, struje kroz
neku admitansu u kolu se izratunavaju kao proizvod razlike napona izmedu ¢vorova izmedu
kajih je prikljucen element i admitanse.

Treba se podsetiti da su struje i naponi fazori, a admitanse i impedanse kompleksni
brojevi, odnosno da se pri reSavanju kola primenjuju pravila za rad sa kompleksnim brojevima.
ReSenje sistema jednacina za struje i napone su kompleksni brojevi koji se koriste u
interpretaciji fazorskog predstavljanja strujai napona.

6.11 Tevenenova i Nortonova teorema za kola sa
naizmeniénim strujama

Pretpostavimo da se analizira elektricno kolo za koje je potrebno da se odredi struja,
napon ili snaga na nekoj impedansi, koju ¢emo nazvati potro3ac i obeleZiti sa Zp. Ovakva Sema
ilustrovana je na dlici 6.18. Ukoliko raskinemo vezu koja povezuje potrosac, izmedu
priklju¢aka kola moZzemo da izmerimo ili izratunamo napon Voc, Koji nazivamo napon
otvorenog kola. Ako kratko spojimo izlazne krajeve kola, moZemo da izmerimo ili izratunamo
struju | ¢, koju nazivamo struja kratkog spoja.

Na osnovu napona otvorenog kola Vo i struje kratkog spoja l ¢, elektricno kolo se moze
predstaviti ekvivalentnim nezavisnim idealnim naponskim izvorom V¢ i rednom impedansom
Z+, ili ekvivalentnim nezavisnim idealnim strujnim izvorom |y, kojem je paralelno vezana
impedansa Zy, kao Sto je to pokazano za realni naponski izvor i reani strujni izvor. Ove
ekvivalencije proizilaze iz Tevenenove i Nortonove teorema. Zahvaljujuéi ovim
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transformacijama, umesto da se analizira doZen kolo, celo kolo osim potrosata se moze
zameniti ekvivalentnim realnim naponskim ili strujnim izvorom i jednom impedansom, a da se
napon na potroSacu Zp i strujakroz njega ne promene.
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Slika 6.18. Odredivanje napona otvorenih krajeva i struje kratkog spoja.

Na osnovu nacrtanih Sema na dikama 6.19. i 6.20., kada se u Tevenenovom
ekvivalentnom kolu raskine veza sa potrosacem, dobija se vrednost za nezavisni izvor.

V; =Ve (280)
Kada e potro3a¢ kratko spojen, mozZe da se izratuna Tevenenova impedansa

7, =Yoc (281)

l s

Tevenenova teorema se moze interpretirati na slede¢i nacin: Svako eektriéno kolo sa
nezavisnim izvorima, zavisnim izvorima i impedansama moze se predstaviti ekvivalentnim
elektricnim kolom koje se sastoji od jednog idealnog naponskog izvora (sa naponom izvora
koji je jednak naponu kola sa iskljuéenim potroSacem) i jedne serijske impedanse (koja je
jednaka koli¢niku napona kola sa iskljuéenim potroSacem i struje kroz kratak spoj umesto
potrosaca).

B
Slika 6.19. Tevenenovo ekvivalentno kolo.
Na di¢an natin se moze primeniti strujni izvor umesto naponskog, i tada se dobija
Nortonova teorema. llustracija Nortonove teoreme data je na sl. 6.20. Kolo sa izvorima

(zavisnim i nezavisnim) i impedansama (bez potroSata) predstavlja se kolom koje se sastoji od
ekvivalentnog nezavisnog strujnog izvora kome je paralelno vezana impedansa. Poredenjem
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kola sa dlike 6.20 i dlike 6.18, moZe da se pokaZe da su struja kroz potro3a¢ i napon na
potroSacu isti.

B
Slika 6.20. Nortonovo ekvivalentno kolo.

Kada se uporede Sema Nortonovog ekvivalentnog kolai slika6.18. dobija se

Iy=lg (282)
Kada je potrosa¢ kratko spojen, moZe da se izraéuna Nortonova impedansa
Z, = Vo (283)
l SC

Nortonova teorema moze da prikaze na dede¢i n&tin: Svako elektricno kolo sa
nezavisnim izvorima, zavisnim izvorima i impedansama moZe se predstaviti ekvivalentnim
kolom koje se sastoji od jednog idealnog nezavisnog strujnog izvora (vrednost struje izvoraje
jednaka struji kroz kratak spoj na mestu potro3aca) i jedne paralelne impedanse (impedansa je
jednaka koli¢niku napona kola sa iskljucenim potrosacem i struje kroz kratkog spoja ha mestu
potrosaca.

6.12 Elektriéna kola sa jednim i dva pristupa

U praksi se ngj¢eSce posmatra napon ili struja nezavisnog izvora, koji se nazivaju
pobudama, i njihov uticaj na napon na nekom elementu ili na struju kroz neki element, koji se
naziva odziv na pobudu. Nekada nije moguce da se na jednostavan nagin odredi odziv na neku
pobudu kao o je to uradeno u slu¢aju primene Tevenenove i Nortonove transformacije izvora.
Zbog toga je uveden pojam elektricnog kola sa dva pristupa da bi sve &to je izmedu izvora i
potroSaca zamenili ekvivalentnim kolom, ili kolom koje ima neke osobine, i time olak&ali
odredivanje odziva na pobudu. Ova teorija moZe da se generalizuje na vise izvora i vise
potroSaca, ali ¢e u ovoj knjizi biti analizirani samo jednostavniji primeri, kao uzorni primeri
koji se koriste za definisanje pojmovai razumevanje materije iz ove oblasti.

6.12.1 Elektriéno kolo sajednim pristupom

Razmotrimo pobudni nezavisni naponski izvor prikljucen nakolo sajednim pristupom
preko ¢vorova A i B kao $to je ilustrovano na dlici 6.21. Napon na pristupu moZe da se
predstavi kao fazor u kolima sa naizmeni¢nim strujama. Prikljuceni izvor se zatvara u neku
petlju kroz kolo nadlici 6.21., jer samo u tom slu¢aju moZe da se zatvori kolo i strujakoja ulazi
u évor A moze preko ¢vora B da se vrati u izvor. Ovakvo kolo se naziva kolo sa jednim
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pristupom. U ovom slu¢gju je pobuda generisana naponom a odziv je struja, ¢iji fazor zavisi od
toga kako su povezani elementi u kolu.

Iy A . Iy A

Vi Kool I v Kool

Slika 6.21. Elektri¢no kolo sa jednim pristupom.

Umesto naponskog nezavisnog izvora moze da se prikljuci strujni izvor kao pobuda kola.
Kada je priklju¢en pobudni strujni izvor, tada ulazni napon izmedu ¢vorova A i B predstavlja
odziv kola.

Koaliénik fazora naponskog odziva i fazora strujne pobude naziva se ulazna impedansa
kola

Z,=1 (284)

Ako se koristi naponski pobudni izvor, tada ulazna struja predstavlja odziv kola na
naponsku pobudu. Tada koli¢nik fazora odzivai pobude daje ulaznu admitansu kola:

AL (285)

Impedansa i admitansa nisu fazori ve¢ kompleksni brojevi koji se ne menjgju sa
vremenom, odnosno to su kompleksne konstante koje se iskazuju jedinicama omiili simens.

6.12.2 Elektriéno kolo sa dva pristupa

U situacijama kada je elektricno kolo veoma sloZzeno i nepregledno za ilustraciju
medusobnih veza elemenata, tada se posebno najednu stranu moZe izdvgjiti pobudni izvor ana
drugu potroSa¢ na kome se posmatra odziv.

Na dlici 6.22 izmedu ¢vorova A i B prikljucen je pobudni naponski izvor, a izmedu
¢vorova Ci D je potrosa ¢ijaje impedansa Z. Nadlici 6.23 izmedu ¢vorova A i B prikljucen
je pobudni strujni, a izmedu ¢vorova C i D je potroSat koji moZe da bude predstavijen
impedansom Z ili admitansom Y=1/ Z. Kolo koje ima dva para priklju¢aka naziva se kolo sa
dva pristupa. Napon izmedu ¢vorova A i B i struja koja ulazi u ¢vor A i izlazi iz ¢vora B na
prvom pristupu su obeleZeni indeksom 1, anapon i struja na drugom pristupu gde su ¢vorovi C
i D saindeksom 2.
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Slika 6.22. Kolo sa dva pristupai naponskom pobudom.
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Slika 6.23. Kolo sa dva pristupai strujnom pobudom.

Kada je pobudni struja koju daje strujni izvor, onda se za kolo na dlici 6.23 mogu
definisati tri odziva kao koli¢nik odzivne velic¢ine (napon izmedu ¢vorova Ai B, napon izmedu
¢vorova Ci D, struje kroz potroSag) koji se nazivaju:

ulaznaimpedansa kola

7z -V (286)

Zp= ﬁ (287)

strujno pojacanje kola

A =-2 (288)

Kada je pobuda naponski izvor, za kolo sa dici 6.23. mogu se definisati joS tri
odziva:

ulazna admitansa kola

I
Y, =1+ (289)
Vl
prenosna admitansa (transadmitansa) kola
I
Y,=-% (290)
12 Vl
naponsko pojacanje kola
A, =Yz (291)
Vl

Kolo moZe da sadrZi povezane pasivne elemente kao i kontrolisane izvore.
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6.13 Analiza kola sa slozenoperiodiénim strujama

U prethodnom delu razmatrana su kola sa prostoperiodicnom vrstom rada, gde se
podrazumevalo da svi nezavisni izvori imagju sinusoidalni oblik i istu u¢estanost. Izvori su
mogli daimaju razli¢itu pocetnu fazu.

U praks se ¢esto deSava da pobudu u kolu stvargju nezavisni izvori koji imaju razlicite
ucestanosti. Analiza se radi za sve pobude koji imaju istu ucestanost, koris¢enjem fazorskog
ratuna, a zatim se izrazavaju u vremenskom domenu u funkciji vremena. Za izvore koji imaju
drugaciju ucestanost radi se identi¢na analiza fazorskim predstavljanjem napona i strujai na
kraju iskazivanjem u vremenskom domenu. Kada su poznati odzivi svih veli¢inag, sabiranjem
odziva na sve pobude dobija se ukupan odziv.

U praksi se ¢esto pojavljuju pobude koje nisu sinusoidalne, ili ¢ak nisu ni periodi¢ne.
Najc¢esce nije potrebno da se odredi odziv u duzem vremenskom periodu, vee je dovoljno da se
odredi odziv samo za kra¢i vremenski period. U svim takvim sucagjevima se pretpostavi da
pobuda moze da se aproksimira kao da je poznata u duzem vremenskom periodu
predstavljgjuéi se periodicnim pobudama ili jednosmernim strujama i primenom do sada
uradenih analiza. Nakon nalazenja odziva u duzem vremenskom periodu kao da je poznat
0dziv na sinusoidalnu pobudu, konatan odziv se posmatra samo u vremenskom opsegu kaji je
bio cilj analize.

Posmatrajmo periodi¢ni signal koji moZe da bude pobuda nekog izvora, a koji nije
sinusoidalnog oblika:

f(t)= f(t+nT),n=2L+2,%3 - (292)

Signal se ponavlja svakih T vremena, zbog ¢ega se T naziva periodom signala
llustracije ovakvih signala koje se ¢esto srecu u elektronskim sistemima prikazane su na Slici
6.24. (povorke pravougaonih ili trougaonih signala).

i FLrn
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Slika 6.24. Periodiéni signali koji nemaju sinusoidalan oblik.

U matematici postoji teorija Furijeovih redova koja pokazuje da se svaka funkcija f(t)
koja je periodi¢na sa periodom T moZe predstaviti kao zbir sinusoidalnih funkcija, koje su
linearno nezavisne:

f(t)=a,+ i a, cos(nw,t +06,) (293)

n=1
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Osnovna ucestanost signalaje w,=2n/T, a a, predstavlja srednju vrednost funkcije.

Sinusoidalne komponente pokazuju da je ucestanost n puta veca od osnovne
ucestanosti f=1/T, gde je n ceo broj. Amplituda komponenti je oznatena sa a,. Komponenta
koja ima n puta vecu ucestanost znati da ima n puta manju periodu sinusoide. Ovakve
komponente se nazivaju harmonici. Harmonijske komponente mogu da se predstave kao fazori
sa amplitudom i po¢etnom fazom. Nakon &to se predstave kao fazori, kompletna analiza moze
da se uradi kao sa prostoperiodiénim pobudama, a nakon zavrSetka analize mogu da se vrate u
vremenski oblik, koriste¢i amplitudu i pocetnu fazu za svaki odziv posebno. Pri ovome treba
voditi ratunadali fazafazora odgovara sinusu ili kosinusu pobude.

Pretpostavimo da se periodi¢na pobuda koja nije sinusoidalnog oblika, a koja moze da
se predstavi kao zbir jednosmernog izvora i vec¢eg broja sinusoidalnih izvora, dovede na ulaz
nekog linearnog elektricnog kola (ako se radi 0 naponskim izvorima, oni se vezuju na red, a
ako se radi o strujnim izvorima — oni se vezuju paralelno). Razvojem u Furijeov red, pobudni
napon se moze predstaviti kao zbira napona:

V() =V () + vy (1) +---+ v, (1) (294)

Nulta komponenta je konstanta vy(t)=v,.
Sematski prikaz kola sa ovakvom pobudom prikazana je naslici 6.25.
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Slika 6.25. Kolo sa dva pristupai sloZzenoperiodi¢nom pobudom.

U Kkolu koje je prikazano na dici 6.25. svaki od n naponskih sinusoidalnih generatoraima
svoju amplitudu i ucestanost. Primenom fazorske analize odreduje se odziv kola na svaku
naponsku pobudnog u frekvencijskom domenu. Na kraju analize, svi sinusoidalni odzivi seiz
fazorske predstave interpretirgju u vremenskom domenu. Kako je elektri¢no kolo linearno,
primenjuje se princip superpozicije. Ukupni odziv kola se dobija zbirom svih odziva na
pobudne signale. Ovim postupkom se dobija ukupni odziv kola u ustaljenom
slozenoperiodi¢énom rezimu, pri ¢emu je dodat i odziv na konstantnu pobudu vo(t)=vo.
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7 Osnovi fizike poluprovodnika, PN
spoj i dioda

Poluprovodnicki materijali predstavljaju osnov savremene elektronike, a njihove osobine
su vaZne za razumevanje rada osnovnih poluprovodni¢kih komponenata kao &to su dioda,
bipolarni tranzistor i MOS tranzistor. Najvazniji materijali od kojih se prave poluprovodnicke
komponente su silicijum (Si), germanijum (Ge) i galijum arsenid (GaAs).

7.1 Osnovni pojmovi o provodnosti materijala

Pojmovi koji ¢e biti koris¢eni u ovom delu udZbenika su sledeci:
e Omov zakon
V=Rl (295)

e  Elektri¢no poljei napon su povezani relacijom (V je napon nakrajevima provodnika a
| duzina provodnika)

E= T (296)
e Gustine struje mozZe da se odredi ako su poznati struja kroz provodnik | i poprecni
presek provodnika S:
I
J= < (297)
Kombinujuéi overelacijei Omov zakon, dobija se
El =RJS (298)
Elektri¢no polje moze da seizrazi preko gustine struje
E-RS_ (299)

Otpornost provodnika moZe da se napiSe u slede¢em obliku
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R=p (300)

1
S

U prethodnom izrazu kori&¢ena je konstanta p koja se naziva specifi¢na otpornost.
Jedinica za specifiénu otpornost je Qm. Reciproé¢na vrednost specifi¢éne otpornosti naziva se
specifi¢na provodnost, ajedinicaje S/m

c== (301)
P
Gustina struje moZe da se iskaZe preko specifi¢ne provodnosti i elektri¢nog polja
J=cE (302)

Dobri provodnici imaju malu specificnu otpornost kao &to je prikazano u Tabeli 2.
Provodnost zavisi od razli¢itih uticaja, kao &o je temperatura ili kombinacije elemenata od
kojih je napravljen materijal.

Tabela 2. Priblizna vrednost otpornosti na sobnoj temperaturi

Vrsta provodnika Materijal Otpornost (2m)
Provodnici
Srebro 1,6 x 107
Bakar 1,7 x 10°®
Zlato 2,3x10°
Aluminijum 2,7x10%
Amorfni ugljenik 35x10°

Poluprovodnici

Silicijum (zavisno od negistoéa) od 1 x10° do 1

| zolatori
Guma 1x10°
Staklo 1x 10"
Teflon 1x 10"

Provodnost materijala zavis od strukturom materijala. Na osnovu modela atoma
poznato je da elektroni kruZe oko jezgra atoma i imaju energije koje odgovargju diskretnim
energetskom nivoima. Nekim atomima je potrebna znatajnija energija da bi se elektroni
odvojili od atomai slobodno se kretali izmedu atoma.

Metali imaju delimi¢no popunjene energetske nivoe neposredno uz potpuno
popunjene nivoe. Elektroni koji su na poslednjem energetskom nivou mogu lako da napuste
atom. Elektroni koji napuste energetski nivo atoma nazivaju se slobodni elektroni. Slobodni
elektroni se slobodno krec¢u kroz metal. Zbog toga je njihova specifi¢ha otpornost mala.
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|zolatori imaju veliku zabranjenu zonu izmedu popunjenih i nepopunjenih energetskih
nivoa. To zahteva da elektroni dobiju veliku energiju da bi preskogili zabranjenu zonu. Kako
prakti¢no nema slobodnih elektrona, njihova specifi¢na otpornost je veoma velika.

Poluprovodnici imaju usku zabranjenu zonu izmedu popunjenih i nepopunjenih
energetskih nivoa. Kada elektroni dobiju malu dodatnu energiju oni mogu da preskoce
zabranjenu zonu i postanu pokretni kroz poluprovodnik. Posto energija elektrona zavisi od
temperature, ai i od nedistoce koje su prisutne u strukturi poluprovodnika, provodnost
poluprovodnika mozZe da se menja u odredenim granicama, bilo menjanjem strukture materijala
ubacivanjem drugih atomaili pod uticajem dodatne energije kao Sto je toplotnaili svetlosna.

7.2 Silicijum kao poluprovodnik

Silicijum je osnovni poluprovodni¢ki materijal koji se najvise koristi u praksi. Kristal
¢istog silicijuma ima cetiri elektrona na poslednjem energetskom nivou, tako da sa Cetiri
elektrona susednih atoma ostvaruje ¢vrstu i pravilnu strukturu u kojoj atomi zadrZzavaju svoj
polozaj pomocu kovalentnih veza. Valentni elektroni se nalaze u najvisem energetskom
opsegu. Broj sobodnih elektrona je veoma mali zato §to su kovalentne veze dovoljno ¢évrste.
Mali broj sobodnih elektrona je razlog da specifi¢na provodnost cistog kristala silicijuma
veomamala

Materijali kod kojih su svi elektroni ¢vrsto povezani valentnim vezama sa susednim
atomima ponaSgju se kao izolatori. Kod silicijuma ve¢ na sobnoj temperaturi valentne veze su
slabe, tako da elektroni mogu da raskinu valentnu vezu i postanu slobodni elektroni. Mesto
koje je napustio elektron u valentnoj vezi naziva se Supljina. Kako nedostaje jedno negativno
naelektrisanje, manjak elektrona zna¢i da ostatak atoma ima visak pozitivnog naelektrisanja,
zbog ¢ega se ponada kao pozitivno nael ektrisan atom. Postojanje priviacnih elektrostatickih sila
pozitivno nael ektrisanog atoma moZze da privuce elektron koji se slobodno kre¢e kroz materijal
ili elektron iz obliznje valentne veze. Zbog postojanja dovoljno energije (na primer toplotne)
elektron iz susedne popunjene vaentne veze moze lako da raskine vezu i popuni raskinutu
valentnu vezu kod atoma kome nedostagje elektron. Tako se Supljina popuni elektronom iz
susedne valentne veze, i atom ponovo postane elektricno neutralan, ali zato sada susedna veza
ima manjak dektrona koja postaje Supljina. Ekvivalentni efekat je kao da se pozitivno
nael ektrisanje krece od atoma do atoma (iako se samo elektroni krecu kroz materijal). Dok se
dobodni elektroni mogu kretati u prostoru izmedu atoma, Supljine se kreci tako &to se elektron
susednog atomaiséupaiz te vezei popuni mesto gde je bila Supljina. Zbog toga je pokretljivost
Supljina manja od pokretljivosti elektrona. Pozitivno naglektrisan atom (Supljina) moZe da
privuce i neki slobodni elektron koji se nade u blizini Supljine, i tako se elektricki neutralise
atom. Proces spganja Supljine i slobodnog elektrona naziva se rekombinacija. Provodnost
cistog silicijuma rezultat je kretanja negativnih naelektrisanja (elektrona) i kretanja pozitivnih
nael ektrisanja (Supljina).

Kako svi nenaelektrisani materijali treba da budu elektri¢ni neutralni, u cistom kristalu
silicijuma broj slobodnih elektrona mora biti jednak broju Supljina. Koncentracije slobodnih
nosilaca u ¢istom kristalu naziva se sopstvena koncentracija. Sopstvena koncentracija zavisi od
temperature T, energetskog procepa Eg koji predstavlija minimalnu energiju za raskidanje
kovalentne veze, (vrednosti za silicijum su: Eg=1,12 eV, B je konstanta koja iznosi 5,4x10%, k
je Bolcmanova konstanta k= 8,62x10 ° eV/°K):
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n? = BT% &/\ (303)

Sopstvene koncentracije elektrona i Supljina na sobnoj temperaturi (T=300°K=27°C) su iste i
iznose n; = p; = 1,5x10' nosilaca/m® (veoma su male u odnosu na gustinu atoma u kristalu
silicijuma koja pribliZno iznosi 5x10% atoma/m?). Kod ¢istog silicijuma na svakih bilion atoma
u kristalu postoji jedan par slobodnih nosilaca. Zato se smatra da je ¢ist silicijum viSe izolator
nego provodnik.

Pretpostavimo da se na krajeve silicijumskog kristala preko provodnih ploc¢a prikljugi
jednosmerni naponski izvor V kao $to jeilustrovano nadlici 7.1.

Slika 7.1. Priklju¢enje naponskog izvora na kristal silicijuma.

Zbog postojanja potencijalne razlike izmedu krajeva kristala silicijuma, a to znadi i
postojanja polja u materijalu, dolazi do kretanja slobodnih nosilaca kroz poluprovodnik u
smeru delovanja polja. Slobodni elektroni koji su napustili valentnu vezu idu ka onom kraju
kristala gde je prikljucen pozitivan potencijal naponskog izvora, ai kako je usvojeno da je
smer struje ekvivalentan kretanju pozitivnih naglektrisanja, stvarni smer struja je ka onom
kraju kristala gde je priklju¢en negativan pol baterije.

Supljine se pod dejstvom elektri¢nog polja krecu u smeru ka kraju koji je prikljucen
na negativan pol baterije. Posto se elektroni krecu ka viSem potencijalu a Supljine ka nizem
potencijalu, to zna¢i da su smerovi strujaisti, zbog ¢ega se struje elektrona i Supljina sabiragju.
Gustina struje jednaka zbiru gustine struje uded kretanja elektrona i gustine struje usled
kretanja Supljina:

‘]:e(”nni+uppi)E=6E (304)

Specifi¢na provodnost na sobnoj temperaturi iznosi priblizno =4,4x10* S/m
(naglektrisanje elektrona je e=1.5x10"C, pokretljivost elektrona je p,=0,135m?%Vs,
pokretljivost &upljinaje 1,=0,048mVs.

Izlaganjem silicijuma kiseoniku na poviSenoj temperaturi na njegovoj povrsini
formira se tanak doj oksida (SiO,). Oksid je odli¢an izolator, tako da kristal silicijuma ima
izolaciju na onom delu gde nisu napravljeni kontakti koji ga povezuju sa naponskim izvorom.
Jedini kontakt kroz koji elektroni iz naponskog izvora dolaze u silicijum su kontakti kristala
silicijumakoji je povezan sa negativnim polom jednosmernog izvora.

7.2.1 Dopiranje silicijuma primesama

Za prakti¢cne primene je potrebno da se poveca provodnost silicijuma. To se postize
time &to se u kristal silicijuma unesu primese drugih atoma, koje se nazivagju i necistoce. Proces
uno3enja drugih atoma naziva se dopiranje silicijuma.
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Silicijum ima cetiri valentna elektrona na najvisem energetskom nivou, tako da sa
Cetiri elektrona koja pripadaju susednim atomima ima ¢vrstu vezu. Ako se silicijumu doda
mala koli¢ina primesa od materijala koji ima pet valentnih elektrona (na primer fosfor ili
arsen), Cetiri elektrona primese bi¢e obuhvaceno valenthom vezom sa ¢etiri susedna atoma, a
jedan elektron ¢e ostati kao slobodan. Zbog toga ¢e se pojaviti visak slobodnih elektrona koji
uzrokuju povecavanje provodnosti silicijuma sa primesama. Proces dodavanja petovalentnih
atoma primesa naziva se doniranje, zato Sto donorske primese daju (donirgu) slobodne
elektrone. Silicijum koji je dopiran petovalentnim atomima naziva se n-tip silicijuma, jer ima
viSe slobodnih nosilaca negativnog nael ektrisanja (elektrona). Tipi¢na koncentracija primesa je
mala i iznos oko 10 atoma/m®, ai je za 6 do 7 redova velicine veta od sopstvene
koncentracije nosilaca. Ako je koncentracija donorskih primesa Np, broj slobodnih elektrona u
n-tipu silicijuma je skoro isklju¢ivo odreden koncentracijom donorskih primesa koje su
No=Np. Broj Supljina u n-tipu slicijuma je manji nego kod c¢istog slicijuma (na istoj
temperaturi), zato &to se deo Supljina koje bi postojale u cistom silicijumu rekombinuje sa
slobodnim elektronima (kojih zbog donorskih primesa ima znatho vise nego u cistom
silicijumu). Proizvod sopstvenih koncentracija je konstantan na konstantnoj temperaturi

Mo Pro = ni2 = pi2 (305)

MoZe da se pokaZe da je sopstvena koncentracija Supljina znatho manja:

R 306
pnO nno ND ( )

Kada se silicijumu doda mala koli¢ina primesa od materijala koji ima tri valentna
elektrona (na primer bor ili indijum), tada ¢e u valentnoj vezi nedostajati jedan elektron. Stoga
se pojavljuje viSak Supljina (manjak jedan elektron), koji takode povetava provodnost
silicijuma. Primese koje imaju 3 valentna elektrona nazivaju se akceptorske primese zato to
privliage (primaju) slobodne elektrone. Ovako dopirani silicijum ima viSe slobodnih nosilaca
pozitivnog nael ektrisanja (Supljina) nego elektrona, zbog ¢ega se naziva p-tip silicijuma.

Dodavanje primesa bilo kog tipa ne stvara visak jednog tipa naelektrisanja u odnosu
na drugi tip. Dodavanje primesa stvara slobodne nosioce koji se kre¢u u poluprovodniku, ali
ukupan broj pozitivnih naglektrisanjajednak je ukupnom broju negativnih naelektrisanja.

Dopiranje silicijuma dovodi do promene struktura energetskih opsega. Stvaranje
slobodnih elektrona olakSano je time da se unosom donorskih primesa stvaraju dodatni
energetski nivo blizu nepopunjenih provodnih nivoa. Stvaranje slobodnih Supljina olakSano je
unosom akceptorskih primesa koje stvaraju dodatni energetski nivo blizu popunjenih valentnih
nivoa.

Provodnost dopiranog silicijuma prvenstveno odreduju vecinski nosioci zato $to
koncentracija elektronai Supljina zavisi od broja unetih primesa:

o (307)
eu,p=eu,N,, zaptipslicijuma

{epnn =eu, Ny, zantipsilicijuma

Iako je koncentracija primesa veoma mala u odnosu na ukupni broj atoma, ona je ipak

znatno vec¢a od koncentracije slobodnih nosilaca kod ¢istog poluprovodnika. Zato unete

primese stvargju vecinske (glavne) nosioce, a manjinski (sporedni) nosioci su oni koji su
suprotnog tipa.
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7.3 pn spoj

Ako se na istom komadu silicijuma u jednom delu materijala napravi n-tip
poluprovodnika (vecinski nosioci su elektroni, a manjinski su Supljing), a u drugom delu se
napravi p-tip poluprovodnika (ve¢inski nosioci su Supljine, a manjinski su elektroni), dobija se
pn spoj. lako to nisu fizicki spojeni delovi silicijuma, ovako napravljeni poluprovodnici se
nazivaju pn spoj. Za poluprovodnic¢ke elemente to je nagjvazniji spoj, a najvazniji element koji
se pravi na ovgj nxin jeste dioda. Ovakav pn spoj se ne mozZe napraviti tako Sto bi se dva
kristala silicijuma dopirali razli¢itim negistocama a zatim spojili.

Neke od komponenti koje se prave koristenjem dva, tri i viSe pn spojeva su diode,
bipolarni tranzistori, tranzistori sa efektom polja (FET) i tiristori.

7.3.1 Nepolarisani pn spoj

Dabi se bolje razumeo mehanizam rada pn spoja, ngjpre ¢e biti analiziran ducg kada
sepi ntip poluprovodnika ne dodiruju, kao $to je ilustrovano nadlici 7.2. U poluprovodniku p
tipa, slobodne Supljine su ravnomerno rasporedene po celom prostoru poluprovodnika, zato &to
bi veca koncentracija Supljina najednom mestu stvorila polje koje odbija Supljine od tog mesta.
U poluprovodniku n tipa, slobodni elektroni su ravnomerno rasporedeni po celom prostoru
poluprovodnika, zato Sto bi ve¢a koncentracija elektrona na jednom mestu stvorila polje koje
odbija elektrone. Nikako ne mozZe da dode do vece koncentracije naglektrisanja ni u jednom
delu materijala, jer bi tada oni stvarali elektri¢no polje koje bi tada uticalo silom odbijanja na
nael ektrisanjaistog tipa.
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Slika 7.2. Naelektrisanja kod dopiranih poluprovodnika.

Ako se u jednom kristalu ¢istog silicijuma ubace u jednom delu primese trovalentnih
atoma a u drugom petovaentnih atoma, postojace granica izmedu p i n dopiranog
poluprovodnika za koji kazemo da je pn spoj. Ovakav pn spoj ne moZe da se napravi kada se
nezavisno prave p i ntip poluprovodnika, a zatim mehanicki spoje.

Kada je ovako dopiran deo poluprovodnika jednom vrstom primesa, a drugi deo
drugom vrstom primesa, tada u oblasti blizu spoja dolazi do prelaza vecinskih slobodnih
nosilaca preko spoja u drugi deo poluprovodnika gde su ti nosioci manjinski (na primer
Supljine koje iz poluprovodnika p tipa, gde su vecinski nosioci, predu u poluprovodnik n tipa sa
vedinskim nosiocima elektronima, Supljine su manjinski nosioci). Kako je broj elektrona
znacajino vedi od broja Supljina u n tipu poluprovodnika, postoji velika verovatnoéa da se
dogodi rekombinacija Supljina koje su iz p oblasti preSe u ne oblast. Pre prelaska u drugu
oblast, slobodni nosioci su bili blizu pn spoja. Nakon prelaska glavnih nosioca iz oblasti blizu
pn spoja u drugi tip poluprovodnika, u blizini pn spoja ostaju samo nepokretni nael ektrisani
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atomi. Zbog toga &to su vecinski nosiocu predli u drugi tip poluprovodnika, ova oblast se
naziva osiromaSena oblast ili oblast prostornog tovara. U njoj nema slobodnih nosilaca
elektriciteta.
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Slika 7.3. Raspodela naelektrisanja, elektriéno poljei napon na nepolarisanom pn spoju.

Nepokretna nael ektrisanja formiraju elektriéno polje u oblasti prostornog tovara. Ovo
elektricno polje se suprotstavlja daljem kretanju slobodnih nosilaca iz jednog dela
poluprovodnika u drugi preko pn spoja. Ako postoji elektricno polje, to znaci da se na spoju
pojavljuje mala razlika napona, i ona se naziva potencijalna barijera. Veli¢ina potencijane
barijere zavisi od vrste poluprovodni¢kog materijalai unetih primesa.

Da bi moglo da se pristupi poluprovodniku, postavljgju se metalne elektrode koje
obezbeduju vezu poluprovodnika sa drugim elementima elektri¢nog kola. Naravno, ako preko
elektroda nije doveden naponski ili strujni izvor, na pristupima pn spoja nema napona hiti kroz
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njih tece struja ¢ak i kada su pristupi kratko spojeni. Metalna elektroda koja je vezana za p tip
poluprovodnika se naziva anoda, a elektroda koja je naneta na n tip poluprovodnika se naziva
katoda.

Relacije koje povezuju koncentracije naelektrisanja, napon i polje u funkciji rastojanja
od pn spoja x, mogu da se koriste za izvodenje osobina poluprovodnika:

ddv oN
=—— 308
dx® € (308)
dv aoN
E=-——=["2d 309
dx J. € X (309
V = - Edx (310)

Potencijalna barijeraje od 0,6 V do 0,8 V kod silicijuma, a za germanijuma je 0,2'V.
Zbog postojanja kontaktnog potencijala na mestima gde je nanet provodni doj na
poluprovodnik, veli¢ina potencijalne barijere se ne moze izmeriti merenjem napona izmedu
metalnih kontakata.

Kroz nepolarisani pn spoj proticu ¢etiri razlicite struje. Dve difuzione struje vecinskih
nosilaca (elektronai Supljina) poti¢u od razli¢itih koncentracija nosilaca sa obe strane pn spoja;
na dlici su oznaceni salp. Medutim, iako ih ima znatho manje, postoje i nosioci nael ektrisanja
koja su suprotnog znaka i koji se slobodno krecu kroz poluprovodnike. Dok elektri¢no polje
odbija glavne nosioce od potencijalne barijere, ovakvo elektricno polje podstice sporedne
nosioce, koji su suprotnog polariteta od glavnih, da produ kroz barijeru. Zbog uticaja
elektricnog polja na sporedne nosioce, postoje dve komponente struje manjinskih nosilaca
(struja elektrona i struja Supljina), koje je na dlici oznacena kao struja usled elektricnog polja
pn spoja lg. Kako se ceo pn spoj spolja ponasa kao elektricki neutralan, i kada pn spoj nije
vezan u elektri¢cno kolo, ukupna struja kroz pn spoj mora biti jednaka nuli; to znaéi da su
difuzione struje uravnoteZene strujama usled elektri¢nog polja, o= |g. Takvo ravnotezno stanje
se naziva ekvilibrijum.

Kada pn spoj nije povezan sa nekim izvorom, pn spoj se moZe posmatrati kao
kondenzator. Nepokretni joni predstavljaju opterecenje kondenzatorskih ploca, a osiromasena
oblast predstavlja dielektrik zato to u njemu nema slobodnih nosioca nagl ektrisanja.

Opisani mehanizam kretanja naelektrisanja iz jednog tipa poluprovodnika u drugi ne
funkcioniSe ako su nezavisno napravljeni p i n spoj i zatim mehanicki spojeni, zato Sto ne
postoji jedinstvena struktura kroz koju se naelektrisanja krecu, zbog ¢ega bi mehanicki spoj bio
isto kao daizmedu dva dela postoji neprobojni zid.

7.4 Dioda

7.4.1 Direktno polarisani pn spoj

Posmatrajmo 3ta se dogada kada se na krajeve pn spoja poveZe jednosmerni naponski
izvor sa pozitivnim polom vezanim na p oblast, a negativnim polom na n oblast, kao &to je
ilustrovano na dlici 7.4. Tada dolazi do smanjenja potencijalne barijere na pn spoju, dolazi do
suZenja oblasti prostornog tovara, a sve to olak3anog kretanja vecinskih nosilaca preko spoja.
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Vecinski nosioci difuzijom iz n oblasti (elektroni) prelaze u p oblast, a vedinski nosioci iz p
oblasti (Supljine) prelaze u n oblast. Nakon prelaska u drugi deo poluprovodnika gde sada
imaju naelektrisanje istog znaka kao manjinski nosioci, dolazi do njihove rekombinacije sa
vecinskim nosiocima. Elektri¢no kolo je povezano preko naponskog izvora zbog ¢ega postoji
difuziona struja kroz pn spoj. Manjinski nosioci takode prelaze preko spoja usled elektri¢nog
polja, ai je potencijalna barijera sada uZa zbog direktne polarizacije, &to je i razlog daje struja
manja nego kada nije bilo polarizacije spoja. Struja usled polja spoja je ionako bila mala zato
§to je broj manjinskih nosioca znatno manje u odnosu na vecinske nosioce. Struja manjinskih
nosioca je zanemarljivo mala u odnosu na struju vecinskih nosioca.
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Slika 7.4. Strujei raspodela naelektrisanja na direktno polarisanom pn spoju.

Ovakav elemenat koji se sastoji od pn spoja povezanog preko dve elektrode, naziva se
dioda.

Nakon direktne polarizacije naponom V, struja kroz direktno polarisanu diodu se
sastoji od dve struje: jedna struja je od kretanja vecinskih nosilaca, koja je sada znatno veca od
druge struje koju stvaraju manjinski nosioci. Intenzitet struje zavisi od geometrijskih dimenzija
pn spoja (iskazane preko konstante K), priklju¢enom naponu preko elektroda V, napona
potencijalne barijere ¢ija vrednost zavisi od vrste poluprovodnika, Vo, apsolutne temperature T
u°K, akoristi sei Bolcmanova konstanta k:

| = ID — £ = Kefe(Vofv)/kT _ KefeVO/kT — Is(eeV/kT _1) — Is(eV/VT _1) (311)

Svi uticgju mogu da se predstave preko napona V. Kada je priklju¢eni napon V znatno veci od
Vr, tada se moZe koristiti pribliZzni obrazac:

| ~ 1" (312

U prethodnom izrazu, struja ls se naziva struja zasicenja pn spoja. Ona je
proporcionalna povrdini pn spoja. Vrednost ove struje zavisi i od vrste poluprovodnika, i na
sobnoj temperaturi je oko 10> A za silicijum, dok je oko 10° A za germanijuma. Sa Vr je
oznacen temperaturni napon koji je na sobnoj temperaturi priblizno 25 mv.

7.4.2 Inverzno polarisani pn spoj

Ako se izmedu anode i katode diode dovede jednosmerni naponski izvor, tako da je
anoda na nizem potencijalu od katode, kao §to je pokazano na dlici 7.5., tada se povecava
potencijalna barijera na spoju, proSiruje se oblast prostornog tovara, $to dovodi do otezanog
kretanja vecinskih nosilaca, a to je razlog da je i difuzna struja joS manja. Struja manjinskih
nosilaca ostagje pribliZzno istai ona postaje dominantna struja kroz spoj:
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~—lg (313)

Iz prethodnog izraza sledi da je struja inverzno polarisanog pn spoja jednaka struji
zasi¢enja ls. Medutim, merenja pokazuju da je struja inverzno polarisanog pn spoja znatano
veceg intenziteta od struje zasi¢enja. Ova razlika se tumagi postojanjem povrsinskih efekata
kqji stvargju struju curenja.
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Slika 7.5. Strujei raspodela naelektrisanja na inver zno polarisanom pn spoju.
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Kada je napon naponskog izvora jednak nuli, Sto je ekvivalentno kao da su anoda i
katoda kratko spojene, struja kroz diodu je takode jednaka nuli. Bez obzira da li je dioda
direktno ili inverzno polarisana, struja je uvek u smeru koji podrZzava naponski izvor.
Negativna vrednost struje inverzno polarisane diode posledica je usvojenih smerova, tako da je
usvojen smer suprotan onom koji podrZava naponski generator.

7.4.3 Probojpn spojai Zener dioda

Ako se na diodu dovede veliki inverzni napon, elektri¢no polje u oblasti prostornog
tovara je toliko jako da dovodi do naglog porasta struje inverzno polarisanog spoja. Nagli
porast struje pri inverznoj polarizacije se naziva proboj pn spoja. Napon pri kome se deSava
ova pojava haziva se probojni napon.

Postoje dva razloga zbog kojih dolazi do proboja. Ako je probojni napon manji od
5V, to je Zenerov proboj. Ako je probojni napon veti od 7V, do proboja dolazi usled
lavinskog efekta. Ako je probojni naponizmedu 5V i 7V, do proboja dolazi usled obe pojave.
Veli¢ina probojnog napona najvise zavisi od koncentracije primesa u poluprovodniku.

Zenerov proboj ima znatajne prakticne primene. Napon na Zener diodi u oblasti
proboja prakti¢no je konstantan zbog vrlo nagle promene struje. Zener diode su nasle veliku
primenu u kolima za stabilizaciju jednosmernog napona, a ¢esto se koristi i kao naponski
referentni izvor.

7.4.4 Modeli diode
7.4.4.1 Karakteristika diode

Dioda se u prakticnim primerima moze predstaviti modelom u kome se struja diode
moZe odrediti samo jednom relacijom, bez obzira da li je nastala pri direktnoj ili inverznoj
polarizaciji

I =14(e"" -1 (314)



Prof. dr Miroslav Lutovac 121

Relacija kod koje se struja kroz element iskazuje u funkciji napona koji je prikljucen
na pristupe elementu naziva se strujno-naponska karakteristika. Tipi¢na strujno-naponska
karakteristika diode graficki je prikazananadlici 7.6.
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Slika 7.6. Grafi¢ki prikaz strujno-naponske kar akteristike diode.

Relacija koja povezuje struju kroz diodu i napon na diodi je nelinearna. U praksi se
cesto zahteva da se Koristi &to jednostavniji model diode, na primer da se linearizuje
karakteristika. Razvijeno je nekoliko uprodenih modela diode koji su pogodni za

izratunavanja bez upotrebe ratunara a daju dovoljno ta¢ne rezultate.
Na primer, sadike 7.6. vidi se daje struja priblizno nula sve do napona 0,75V, ada
strujaima velike vrednosti za napone vece od 0,75 V.

7.4.4.2 Idealnadioda

Idealna dioda je najjednostavniji model diode. Kada je dioda direktno polarisana,
modeluje se kao kratak spoj pristupa diode, tako da je napon na diodi jednak nuli. Inverzno
polarisana dioda modeluje se otvorenim kolom, &to znaéi dajei strujakroz diodu jednaka nuli.
Dioda se prakti¢no ponaSa kao prekida¢ u zavisnosti od polariteta napona na njoj. Direktno
polarisana idealna dioda se ponaSa kao zatvoren prekidat. Inverzno polarisana idealna dioda
ponasa se kao otvoren prekida¢. llustracijamodelaidealne diode dataje nadlici 7.7.
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Slika 7.7. Karakteristika idealne diode i njena ekvivalentna inter pretacija.
Idealizovana predstava diode ¢esto se koristi kao osnova drugih modela diode.

Struja je beskonatno velika ako je idealna dioda povezana naidealni naponski izvor.
U praksi, svi naponski izvori imaju konathu rednu otpornost, zbog ¢ega je struja ograni¢ena i
izratunava se Omovim zakonom.
7.4.4.3 lzlomljeno linearni model diode

IzZlomljeno linearni model diode predstavlja nelinearnu karakteristiku diode sa dva
linearna segmenta. |zlomljeno linearni model diode prikazan je nadlici 7.8.
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Slika 7.8. zZlomljeno linear na aproksimacija kar akteristike diode i ekvivalentni

model.

Zaizlomljeno linearni elektri¢ni model diode koristi seidealnadiodai realni naponski
jednosmerni izvor. Model i karakteristika diode su prikazani na dlici 7.8. Parametri modela su
Vpo=0,65V, I=10" i rp=0,15 Q. Uloga idealne diode jeste da se obezbedi da struja tege samo
pri direktnoj polarizaciji diode kadaje V>Vpy.

7.4.4.4 Model diode sa konstantnim padom napona

Model diode sa konstantnim padom naponaiisti je kao izlomljeno linearni model, tako
s tim da se Kkoristi idealni naponski izvor umesto realnog izvora (otpornost diode jednaka je
nuli). Model diode je prikazan na dlici 7.9. Usvgja se da je napon pri kome struja kroz diodu
moze daimavelike vrednosti priblizno Vpe=0,7 V.
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Slika 7.9. Aproksimacija diode sa konstantnim naponom i ekvivalentni model.

Na prethodnoj slici su korigeni sledeéi parametri modela: Vp=0,7V i =107,
|dealna dioda treba da obezbedi da strujatece samo pri direktnoj polarizaciji diode za V>Vpy.

7.4.45 Radnatackadiode

Neka je dioda vezana u dozeno kolo. Ostatak kola mozemo aproksimirati
Tevenenovim kolom, &to je ekvivalentno rednoj vezi idealnog naponskog izvora i jednog
otpornika.

Kolo sa diodom i ekvivalentnim naponskim realnim izvorom prikazano je na dici
7.10.
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Slika 7.10. Odredivanjeradnetacke diode u k.ollu sa jednosmer nim izvorima.

Treba odrediti struju i napon na diodi, koja je redno vezana sa naponskim izvorom
napona V i otpornika poznate otpornosti R. Dioda je direktno polarisana i pretpostavimo da
kroz nju tece strujaznatno ve¢a od | s:

I, =12 (315)
Po drugom Kirhofovom zakonu moZe da se postavi jednacina za napone petlje:
V-RI;-V,=0 (316)

ReSavanjem prethodne jednatine po struji koja tece kroz diodu, dobija se jednatina
prave u sistemu:
1 1

I D — EV —EVD (317)

Ovalinearna jednacina se naziva radna prava.

Sada postoje dve jedn&tine, od kojih je jedna linearna a druga sadrZi eksponencijalni
¢lan. Stvarnavrednost struje se moze naci graficki u preseku ove dve jedning, i tavrednost se
naziva mirna radna tacka (posto izvor daje konstantan napon, onda postoji samo jedno reSenje
kojeje u preseku krivelinijei prave). Kada se menja napon izvora, tada se menjai radnatacka,
jer je presek prave linije i karakteristike diode na drugom mestu. Takode, ako se karakteristike
diode menjaju pod uticajem neke pojave, na primer zbog promene temperature okoline u kojoj
senalazi dioda, tada je presek na drugom mestu naradnoj pravoj.

Postoje brojni algoritmi da se nade reSenje preseka dve funkcije. Na sre¢u, postoje
brojni besplatni programi koji se mogu koristiti za nalazenje radne tacke, na primer SPICE.
Proizvodati komponenti ngj¢esée nude besplatne verzije ovih programa sa veé predefinisanim
vrednostima za parametre dioda, kao $to je na primer program LTSPICE. Programi koji se
koriste u nastavi na tehnickim fakultetima, kao $to su Matlab i Mathematica, imaju standardnu
funkciju za nalazenje jedne realne nule funkcije, tako da nije potrebno praviti posebne
programe za reSavanje ovakvim matematickih problema. Za crtanje slike 7.10. i odredivanje
radne tacke, kori&tena je standardna funkcija FindRoot programa Mathematica tako to je od
dve relacije za struju diode generisana jedna:

1 1 N,

Ev _EVD —1e"™ =0 (318)
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Dobija se jedno reSenje za napon na diodi, koji se zatim zameni u jednaginu za struju

diode, i time odredi radna tacka diode.

7.4.4.6 Primeneivrste dioda

Osobine diode znatno zavise od razligitih uticaja kao Sto su:
e Materija od koga je napravljena dioda.
o  Geometrijske karakteristike pn spoja.

e Temperature ambijenta u kojem diodaradi.

Diode su vaZan i ¢esto koriséeni element u elektrotehnici. Obzirom da diode imaju Siroku
primenu, diode se proizvode sa karakteristikama koje najviSe odgovargju njihovoj nameni.
Proizvodati poluprovodnickih komponenata nude diode za slede¢e primene:

Usmerati malih snaga (dobijanje jednosmernog napona od naizmeni¢nog, sprecavanje
proticanja struje u suprotnom smeru).

Usmer&li velikih snaga.

Prekidacki rezim rada.

Rad na visokim uc¢estanostima.

Varikap i varaktor diode (naponski kontrolisana kapacitivnost).
Fotodiode.

LED (svetlece) diode.

Kompanije koje proizvode diode ngj¢este objavljuju katadloge sa detaljnim
karakteristikama, ¢esto se ovi katalozi mogu preuzeti besplatno preko Interneta.
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8 Bipolarni tranzistori

Bipolarni tranzistori su nadli veliku primenu kao pojacavacki elementi i kao prekidacki
elementi. Kao i svaki aktivni element, tranzistori stvaraju nelinearna izobli¢enja u elektricnim
kolima.

Za razumevanje ispravnog rada neophodno je poznavanje radne prave i podeSavanje
radne tacke. U osnovi da bi seiskoristila svojstvatranzistora, ngjpre treba podesiti radne uslove
tako da tranzistor radi ispravno za ceo raspoloziv opseg ulaznog signala; tek posle toga se
analizira rad kada deluju mali signali. Ekvivalentna kola tranzistora kao pojacavackog
elementa podrazumevaju da se tranzistor ponaSa kao linearni element i da ne stvara nelinearna
izoblicenja.

Za razumevanje brojnih kola koja koriste tranzistore potrebno je da se zna i koja
konfiguracija rada bipolarnog tranzistora najviSe odgovara prakti¢nim primenama.

8.1 Struktura i simboli bipolarnog tranzistora

Bipolarni tranzistor je jedinstvena poluprovodnicka struktura koja se sastoji od tri
razli¢ito dopirane poluprovodnicke strukture i imatri pristupne elektrode. Bipolarni tranzistor
imaju dva pn spoja. Izmedu dve poluprovodnicke strukture jednog tipa (na primer n tipa) nalazi
se poluprovodnicka struktura suprotnog tipa (na primer p tipa). Nabrgjanjem vrste
poluprovodnika dobija se naziv vrste bipolarnog tranzistora: npniili pnp.

Poluprovodnic¢ke strukture su razlicito dopirane. NajviSe dopirana oblast predstavlja
emitor, srediSnja oblast koja je manje dopirana naziva se baza, a ngimanje dopirana oblast je
kolektora. Dabi tranzistor ispravno funkcionisao za ono ¢emu je namenjen, baza mora biti vrlo
uska, znatno uza od preostale dve strukture. Za potrebe priklju¢ivanja tranzistora u elektri¢no
kolo, sve tri poluprovodni¢ke strukture imaju metalne kontakte. U ovoj knjizi, opis
funkcionisanja bipolarnog tranzistora bice prikazan preko npn tranzistora zato §to se oni vise
koriste u praksi. Princip rada pnp tranzistora je isti, a razlika je jedino u vrsti glavnih nosioca
elektriciteta. Slika 8.1. ilustruje strukturu bipolarnog npn tranzistora.

Rezim rada tranzistora zavisi od polarizacije pn spojeva, odnosno od toga dali su ova
dvapn spojadirektnoili inverzno polarisana. Radi 1akSeg opisajedan spoj se naziva emitorski
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spoj (pn spoj emitor-baza), a drugi je kolektorski spoj (pn spoj kolektor-baza). Tabela3

prikazuje karakteristicne vrste rada tranzistora.

emito
o

mEp  |ptp

haza

n lip

olekior

Elektrotehnika

Slika 8.1. Uproséeni prikaz strukture bipolarnog npn tranzistor a.

Simboli koji se ngj¢esce koriste zanpn i pnp tranzistore dati su hadlici 8.2.

M

L
PaP

Slika 8.2. Simboli npn i pnp tranzistora.

Tabela 3. ReZimi radatranzistora
Namena Vrstarada Emitor-Baza | Kolektor-Baza | Karakteristika
pojacavac aktivni rezim d rek_tna y inverzna | [Vcel>0, |1c[>0

polarizacija polarizacija

zatvoren sasicenie direktna direktna V=0,
prekidac I polarizacija polarizacija kratak spoj CE
otvoren . direktna inverzna 1c~0,

o zakocenje o L
prekidac polarizacija polarizacija otvoreno kolo

i _— inverzna inverzna - -

dve diode zakogenje polarizacija polarizacija llel={ls, llo=ls]

Aktivni rezim se koristi za poja¢avanja signala (napona ili struje). Rezimi zasi¢enjai
zakocenja se koriste u elektronskim prekidatima. Kada su oba spoja inverzno polarisana,
analiza se svodi narad dve inverzno polarisane diode.
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8.2 Rad bipolarnog tranzistora u aktivhom
rezimu
Direktnom polarizacijom emitorskog spoja i inverznom polarizacijom kolektorskog

spoja, dobija se aktivni rezimu rada tranzistora. Polarizacija se ostvaruje prikljucivanjem
jednosmernih naponskih izvora (baterija), kao &to je prikazano nadlici 8.3.

™ | g
E /i .I',_l e C
; I||_--|-i i [ |
Fig &L ! r -
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4

Slika 8.3. Struje u aktivhom rezimu rada npn tranzistora.

Za holje razumevanje rada tranzistora u aktivnom rezimu potrebno je znati koje sve
struje postoje na emitorskom spoju (emitorski spoj je direktno polarisan). Jednu vrstu struja
¢ine difuzione struje vecinskih nosilaca koje postoje sa obe strane spoja:

1. Struja koju stvara kretanje elektrona od emitora ka bazi |, a ¢iji je smer od baze ka

emitoru zato $to je struja negativnih nael ektrisanja suprotnog smera od njihovog kretanja.
2. Struja koju stvara kretanje Supljina od baze ka emitoru I, , i koja ima isti smer kao i

kretanje pozitivnih naglektrisanja (Supljina).
Kako je smer obe struje od baze ka emitoru, struja emitora je jednaka zbiru ove dve struje:

le=lget+lg =g, jerje lg <<lg (319)

Baza je slabije dopirana od emitora, zbog ¢ega je koncentracija Supljina u bazi manja
od koncentracije elektrona u emitoru, &to jerazlog dajei emitorska struja biti priblizno jednaka
struji elektrona.

Elektroni koji su difuzijom iz emitora predi u bazu, sada u bazi predstavljgju
manjinske nosioce. Pre uspostavljanja direktne polarizacije na emitorskom spoju i pre nego §to
su poceli elektroni da prelaze bazu, ravnoteZzna koncentracija elektrona u bazi je bila veoma
mala jer su u bazi bili kao manjinski nosioci. Nakon prelaska elektrona iz emitora u bazu, u
bazi je znatno povecana koncentracija elektrona, a posebno u blizini emitorskog spoja
Istovremeno sa pozitivnom polarizacijom emitorskog spoja, kolektorski spoj je inverzno
polarisan, $to je razlog da elektri¢no polje na kolektorskom spoju podstic¢e kretanje manjinskih
nosilaca iz baze u kolektor preko kolektorskog spoja. Zbog postojanja elektricnog polja
koncentracija manjinskih nosilaca oko kolektorskog spoja je veoma mala (manjinski nosioci su
elektroni u bazi i Supljine u kolektoru). Koncentracija elektrona u bazi nije ravnhomerna, ve¢
opada sa velike vrednosti oko emitorskog spoja na malu vrednost oko kolektorskog spoja.
MoZe se usvojiti pretpostavka da koncentracija elektrona u bazi linearno opada od emitorskog
ka kol ektorskom spoju (zato &to je baza veoma uska). Koncentracija el ektrona nije uniformna u
bazi, &to je uzrok da se elektroni kre¢u difuzijom od mesta gde ih ima viSe (emitorski $poj) ka
mestu gde ih ima manje (kolektorski spoj). Deo elektrona se rekombinuje u bazi, u kojoj
postoje Supljine kao glavni nosioci, i ovi elektroni ne mogu da stignu od emitora do kolektora.
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Kako je baza slabije dopirana i ima malu Sirinu, broj rekombinovanih elektrona koji u stvari
idu od emitora ka bazi je veoma mali.

Na osnovu ove analize se moZe zakljugiti da najveci broj elektrona koji ¢ini emitorsku
struju prelazi u ngjvecem procentu u kolektor, a samo manji deo ovih elektrona se rekombinuje
u bazi i deo je bazne struje.

Na kolektorskom spoju, koji je inverzno polarisan, postoje dve struje manjinskih
nosilaca used elektri¢nog polja
1. Strujakoju stvaragju elektroni koji se krecu od baze ka kolektoru |, .
2. Strujakoju stvaraju Supljine koje se krecu od kolektora kabazi 1, .

Kretanje naelektrisanja je u suprotnim smerovima, ali struja elektrona je u suprotnom
smeru od kretanja elektrona, zbog ¢ega je kolektorska struja jednaka zbiru manjinskih struja:

le=lcetlcao ~lces JENj€ gy <<lce (320)

Zbog direktno polarisanog emitorskog spoja, koncentracija elektrona u bazi je znatno
vece od koncentracije Supljina koje dolaze iz dabo dopiranog kolektora, tako da se moZe
zanemariti doprinos Supljina ukupnoj struji, odnosno, struja kolektora je priblizno jednaka
struji koju stvaraju elektroni.
Struju baze ¢inetri struje:

1. Strujaiz baze koju stvargju Supljine (kao vecinski nosioci u bazi) kretanjem od baze ka
emitoru I, .

2. Strujakoju stvaraju Supljine (kao manjinski nosioci u kolektoru) kretanjem iz kolektora ka
bazi |,.

3. Struja koju stvaraju Supljine (kao vecinski nosioci u bazi) usled rekombinacije elektrona
koji dolaze iz emitorskog delau bazi |, .
Struja rekombinacije i struja Supljina suprotnog su smera od struje Supljina koje dolaze iz

kolektora, tako daje:

lg=1lg +1g —lcao (321)
Koali¢nik struje elektrona koji prelaze iz emitora u kolektor i struje emitora naziva
koeficijent strujnog pojatanja od emitora do kolektora, a obeleZava se sa a.
a=tee_telen e (322)
I E I E I E

Prema prvom Kirhofovom zakonu zbir svih struja koje ulaze u ¢vor, a u ovoj situaciji
smatramo kao da se ceo tranzistor nalazi u ¢voru, dobija se

le=lg+1¢ (323)
Sredujuci ovaj izraz dobija se;
o 1

le=r——lg+——lgo=Blg +(B+DIcg ~Bls (324)
1-a 1-a

Faktor B se naziva koeficijent strujnog pojacanja od baze do kolektora
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Vrednosti faktora su u granicamazaa od 0.95 do 0.999, aza 3 su od 20 do 1000.
Br—2, axt (325)
l1-a 1+B

Tipi¢na vrednost za faktor o je 0.995, &o odgovara faktoru p od 200 (za 0:=0.99,
3=100).

Koeficijent B pokazuje koja je osnovna karakteristika tranzistora: ako je potrebno da
se poj&a struja baze, tada se pojacanje dobija kao kolektorskaili emitorska struja. Tranzistor je
aktivni element, ai nije izvor. Poja¢anje struje se dobija na racun energije koju daju naponski
izvori za polarizaciju tranzistora (direktna polarizacija na emitorskom spoju i inverzna
polarizacija na kolektorskom spoju).

8.2.1 Model npn tranzistora za velike signale

Priblizne relacije koje su dobijene prethodnom analizom omogucavaju da se
tranzistori modeluju jednostavnim linearnim kolima koja se sastoje od standardnih elemenata i
zavisnih izvora, kao &ojeilustrovano nadlici 8.4.

Kada je spoj baza-emitor pozitivno polarisan struja baze je eksponencijalna funkcija
od naponaizmedu baze i emitora:

Iy =1 g€ (326)

Kada je spoj kolektor-baza inverzno polarisan, kolektorska struja ima istu zavisnost
ako se usvoji pojednostavljen model preko faktora 3:

le =Blg =Pl g™ = I €= (327)

Kada se napon izmedu baze i emitora posmatra kao ulazni napon, tada je struja
kolektora eksponencijana funkcija od ulaznog napona.

Najjednostavniji modeli npn bipolarnog tranzistora u aktivnom rezimu, za velike
signale, moZe da se dobije koristenjem kontrolisanih strujnih izvora, kao $to je ilustrovano na
dici 8.4:

k l

Slika 8.4. Modéli npn tranzistora za velike signale u aktivnom rezimu rada.
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8.2.2 Model tranzistora za male signale

U praksi se polarizacijom tranzistora podeSava jednosmerni radni rezim a stvarno
pojacanje se ratuna za naizmeni¢ni signal. Zato se uohi¢ajeno pretpostavlja da se napon
izmedu baze i emitora sastoji od fiksnog jednosmernog dela i malog promenljivog dela
Uobicajenakonvencija je prikazana sledec¢im relacijama:

Vge =Vge +V,., gdeje v, <<V, (328)

Amplituda promenljivog dela napona u odnosu na jednosmerni je znatajno manja,
zbhog ¢ega se za struju baze moZe pisati:

= Vee Vi _ (Vee+Voe) /Vr Vee Vi QVbe /Vr
ig =158 =1gs€ =1,s€ e

| (329)

Y/ 1 .
=1V ()=l g+ By, =l +—V, =l +i
B B V. B V. be B r be B b

T T n

Struja baze se sastoji od jednosmerne i promenljive komponente. Jednosmerna
komponenta ulaznog napona odreduje jednosmernu komponentu struje baze. Uobicgeno se
koristi metoda radne prave, a za jednosmerne vrednosti naponai struje kaZe se da je to mirna
radna tacka. Mali promenljivi ulazni napon dovodi do male promene struje baze oko radne
tacke. Zato i parametar r, =V, /1, zavis od radne tacke tranzistora

Naisti nacin, za struju kolektora moZe da se pokaze daima jednosmernu komponentu
i promenljivu komponentu:

iC — ﬁIB — |CSeVEE/VT — |cse(VBE+Vbe)/VT — |CSeVBE/VTeVbe/VT
(330)

vV, I .
=%\~ Ic(1+v—be): IC+V—°vbe= le+ OVee = I ¢ +1g
T T

Jednosmerna komponenta ulaznog napona odreduje jednosmernu komponentu
kolektorske struje. Male promene ulaznog napona uzrokuju promenu kolektorske struje oko
radne tacke. Parametar g, = | /V; naziva se transkonduktansa tranzistora. MoZze da se izvede

vezaizmedu parametara koji se odnose na promenljivu komponentu:

lc _Blg _B_1
I VARV (331)

T e
Emitorska otpornost se dobijaiz r, =v,. /i, =1/ g,,.

Model tranzistora za male signale koji Koristi relacije vy, =r.i,, ic=Bi, 1 i, =0 Ve
naziva se hibridni = model. Verzije hibridnih = modela su prikazane na slici 8.5.
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|.| .I. - = i & | |.| .I. - = - a7

; E
Slika 8.5. Hibridni &= modeli tranzistora za male signale.

U primeni modela za male signale tranzistor se predstavlja modelom u kome se uticaj
nezavisnih jednosmernih izvora eliminiSe tako &to se naponski izvori kratko spajaju, a strujni
izvori predstavljgju kao otvoreno kolo. Nakon crtanja elektricnog kola sa odgovargju¢im
modelima, postavljgju se jednatine po Kirhofovim zakonima i Omovom zakonu, ili nekom
drugom metodom. Za reSavanje sistema jednatina mogu da se koriste matematicki programi,
zato Sto i zajednostavna kola postupak reSavanja moze biti veoma slozen.

8.3 Ulazne i izlazne karakteristike tranzistora

Ulazna karakteristika tranzistora daje zavisnost struje baze od napona izmedu baze i
emitora, pri ¢emu se napon izmedu kolektora i emitora uzima kao parametar. Ova zavisnost
imaeksponencijani karakter.

|zlazna karakteristika tranzistora daje zavisnost kolektorske struje od napona izmedu
kolektorai emitora pri ¢emu se struja baze uzima kao parametar.

Karakteristika prenosa tranzistora opisuje se strujom kolektora u funkciji od napona
izmedu baze i emitora, pri ¢emu se napon izmedu kolektora i emitora uzima kao parametar. |
ovafunkcijaje eksponencijalnog oblika.

Ulazne i izlazne karakteristike i karakteristike prenosa mogu se nati u katalozima
kompanija koje proizvode tranzistore, i one koriste u procesu projektovanja.

Proizvodati  elektronskih komponenti uobi¢gjeno daju softverske programe za
projektovanje. Tako je najbolje da se koristi softver koji moZe da se koristi i za proracun
jednosmernog reZima rada i kasnije za simulaciju za male signale. Neki od tih softvera
omogucavagju da se uzimagju u obzir i reani parametri, kao o je na primer napajanje
elektronskih komponenti, kako iz proracuna ne bi proizaslo da moze da se ostvari izlazni napon
veci od napona napajanja el ektronskih komponenti. Jedan od takvih softveraje LTSPICE.
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8.4 Polarizacija tranzistora

Pod terminom polarizacija tranzistora podrazumeva se dovodenje jednosmernih
napona na njegove elektrode, koji obezbeduju takav radni rezim da su emitorski i kolektorski
spoj ispravno polarisani. U aktivnom rezimu rada, emitorski spoj je direktno polarisan, a
kolektorski spoj je inverzno polarisan. Za polarizaciju se mogu Koristiti dva nezavisna
jednosmerna naponskaizvora, kao &to jeilustrovano nadlici 8.6.

v,
Ri-=,
] s l q .
—AA _|I'," s Fi B
H-: . "
Fi
A 1 I
|
Y - 1 -

Slika 8.6. Polarizacija npn tranzistora sa dve baterije zarad u aktivnom rezimu.

Postupak odredivanja jednosmernih radnih uslovi radi se u nekoliko koraka: prvo se
za kolo baze napi3e jednagina po drugom Kirhofovom zakonu:

~Ryl—Vee =0 (332)

Struja baze se odreduje iz prethodne jednacine:

I 5= VBB _VBE (333)
Re
Zakolektorsko kolo moZe da se napiSe jednacina po drugom Kirhofovom zakonu:
Vo+RIc=Ve =0 (334)
Vrednost kolektorske struje odreduje se na osnovu poznate bazne struje:
VBB _VBE
=Blo=pm = (335)

U jednxtini za kolektorsko kolo, zameni se vrednost kolektorske struje izrazom iz
prethodne jednaine, a zatim napiSe izraz za napon na kolektoru:
—Vige

I =Vge — RBI Ves 336
-Re —RBlg -Rp—5— Ry (336)

Radna tacka je definisana naponom na kolektoru i kolektorskom strujom.
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U polju karakteristika zavisnosti struje kolektora od napona izmedu kolektora i
emitora crta se jedna¢ina radne prave (na dlici 8.6. napon izmedu kolektora i emitorajednak je
naponu izmedu kolektorai zajedni¢kog ¢vora— mase):

|C :_V£+V£
R R

Na dici 8.6. nacrtana je masa (simbol uzemljenja) da bi se istaklo koji je ¢vor
zajednicki i referentan za elektri¢no kolo. Uobic¢agjeno je da se jedan deo kola oznacava kao
ulazno kolo (u ovom dlu¢agju to je bazni deo kola), a drugi deo kola kao izlazno kolo (u ovom
ducagju to je kolektorski deo kola). Kada se mere naponi, oni se mere u odnosu ha masu, zbog
¢ega se jedan deo mernog instrumenta uvek veZe na masu a drugim krajem se vrSe merenja
tako $to se voltmetar povezuje sa ¢vorom ¢iji napon se meri. Analiza kola je jednostavnija jer
se jednatine naj¢este posebno postavljgju za ulazno kolo a posebno za izlazno, kao Sto je
uraden u ovom primeru.

Da bi se smanjio broj jednosmernih naponskih izvora, umesto dve baterije koristi se
samo jedna za polarizaciju i kolektorai baze. To se realizuje kolom koje je prikazano na dlici
8.7.

(337)

Primenom Tevenenove teoreme na ulazno kolo, koje se sastoji od baterije V. i
otpornika R;, i R;,, pokazuje se da se ekvivalentan jednosmeran napon za bazno kolo i
ekvivalentna serijska otpornost baznog kola za polarizaciju:

Re> ReiRe>
Vo =Voe —B2_ R = E1e2 338
Re1 + Rz R Rei + Re> (339

Radi jednostavnije analize moZe da se koristi polarizacija sa dve baterije pri ¢emu se
koriste vrednosti dobijene prethodnim jednatinama, ¢ime se nezavisno anaizirgju bazno i
kolektorsko kolo, iako oba kola koriste isti jednosmerni naponski izvor.

Slika 8.7. Polarizacija npn tranzistora sa jednom baterijom zarad u aktivhom reZzimu.
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Zbog bolje preglednosti kola, u elektricnim Semama elektronskih kola ne crta se
baterija V.. . Dabi seizbeglo crtanje linija koje povezuju sa napajanjem el ektricnog kola, kao i

crtanja linija koje povezuju masu sa elementima spojenim na masu, uobi¢ajeno je da se crta
simbol napajanjaili ssmbol mase, kao 3o je ilustrovano nadlici 8.8.

L] -
¥ I
R, R
] Bl
=
/
- n
-
R Vi
¥
'3 * L]

Slika 8.8. Polarizacija npn tranzistora sa jednom baterijom.

Podrazumeva se da je drugi krgj naponskog izvora povezan na masu. Zahvaljujudi
ovakvoj predstavi, jasnije je da su bazno i kolektorsko kolo odvojeni Sto olakSava postavljanje
jedntina po Kirhofovim zakonima. Pre postavljanja jednacina za bazno kolo, prvo se uradi
transformacija izvora po Tevenenovoj teoremi, nakon toga se primene vrednosti za napon
izvorai otpornost izvora. Kada je tranzistor u aktivnom rezimu, napon izmedu baze i emitora
seusvgadajeizmedu0,6 Vi 0,7 V.

Neki parametri tranzistora mogu znacgjno da se razlikuju, nekadai 50% od nominalne
katalodke vrednosti, zbog ¢ega precizno izratunavanje ionako ne mora da daje tacnu vrednost
kada se koriste realni tranzistori. Zbog toga je dovoljno da se izracungju priblizne vrednosti.

8.5 Osnovna pojacéavacka kola sa jednim
tranzistorom

Jedna od vaznijih primena bipolarnih tranzistora jeste da linearno pojacava
naizmeni¢ne signale, na primer da neki mali sinusoidalni napon ili sinusoidalnu struju pojaca
nekoliko desetina ili stotine puta. Polarizacija tranzistora mora da bude takva da omoguci
pojacanje pobudnog promenljivog signala, vodeci racuna da pojacani signal ostane u oblasti
linearnog dela radne prave tako da je promenljiv napon linearno pojacan. Naime, ako bi radna
tacka bila pogredno postavljena, moglo bi da se dogodi da napon tezi da bude veci od napona
napajanja ili suprotnog polariteta, ¢ime bi tranzistor iz aktivnog reZima preSao u rezim
zasicenjaili zakocenja.
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Bipolarni tranzistor moZe da radi kao pojacavaé promenljivih signaa, tako $to
pojacava struju, napon ili struju i napon. Tako na primer, velika promena struja kolektora
funkcija je promene mae struje baze ili male promenom napona baza-emitor, Jedna od
mogucnosti je da se promenljivi ulazni signa dovede izmedu baze i emitora, a promenljiv
napon se uzima sa kolektora ili emitora. Jedna od elektroda tranzistora se nalazi na
konstantnom potencijalu, a dve preostale elektrode se koriste za dovodenje ulaznog
promenljivog signala i preuzimanje pojatanog signala. Ako je emitor na konstantnom
potencijalu, to je pojatavat sa zgjednickim emitorom. Kada je kolektor na konstantnom
potencijalu, dobija se pojacavac sa zgjednickim kolektorom. Treca osnovna konfiguracija ima
bazu na konstantnom potencijalu, i takav pojatavat se naziva pojacava’ sa zajednickom
bazom.

U ovom poglavlju se analizirgju sve tri osnovne konfiguracije u rezimu rada sa malim
promenljivim signalima. Osim osnovne konstrukcije, dato je izvodenje osnovnih karakteristika
kao &o su pojacanje (naponsko i strujno), i otpornost (Ulazna i izlazna). Postupak analize uvek
jeisti i zasniva se na Omovom zakonu, Kirhofovim pravilimakao i pravilima za transformaciju
izvora. Tranzistor se zamenjuje modelom za male signale zato $to se pretpostavlja da ne¢e dodi
do izlaska iz aktivnog rezima i do prelaska u zasicenje ili zakocenje. Naponski izvori
jednosmerne struje se kratko spajaju a strujni raskidaju iz kola. Nakon svih ovih transformacija
(predstavljanje tranzistora modelom za male signale, transformacija jednosmernih izvora)
postavljgju se jednatine kola po nekom od zakona za promenljive napone. ReSavanje jednacina
je ngjbolje da seradi u nekom od programa za simboli¢ko ragunanje, da bi se izbegle greske pri
ruénom izvodenju. Treba imati uvek na umu da su modeli tranzistora samo dobra
aproksimacija realnog tranzistora, da se proizvodni parametri, a samim tim i parametri
tranzistora koji se koriste u ratunanju, promenljivi u Sirim granicama, te da se dobija sam
pribliZno tacan rezultat. | ovako pribliZno taéno izvodenje jos uvek je sasvim dovoljno da bi se
razumela sudtina rada tranzistora kao pojatavaca i odredile granice u kojima se naaze
izracunate vrednosti (pojacanja, ulazne i izlazne impedanse).

Za detaljnije ratunanje rada tranzistora na raspolaganju su programi koje obezbeduju
proizvodaci komponenti, tako da se nakon crtanja elektricnog kola mogu uraditi i preciznije i
detaljnije analize sa doZenijim modelima tranzistora. Na primer, moze se uradi analiza
nelinearnih efekata kako bi se utvrdilo da li tranzistor stvarno radi u linearnom delu ili dolazi
doizobli¢enja signala naizlaznom prikljucku elektriénog kola.

8.5.1 Pojacdavaé sa zajedni€kim emitorom

Pojacavat sa zajednickim emitorom je naj¢este koriséeno pojatavacko kolo sajednim
bipolarnim tranzistorom. Ovaj pojatavat ostvaruje i naponsko i strujno pojacanje promenljivih
ulaznih signala. Osnovna konfiguracija kola je prikazana na dici 8.9. Pobudni signal se dovodi
iz realnog naponskog izvora (na primer sa sinusoidalnom pobudom) koji ima unutradnju
otpornost (otpornik R, predstavlja ekvivalentnu otpornost pobudnog izvora). Da bi se izbegao

uticaj otpornosti izvora na polarizaciju tranzistora, redno sa izvorom promenljivog napona se
vezuje kondenzator. S druge strane se oc¢ekuje da je kapacitivnost takva da nece znacajnije
odlabiti promenljivi napon koji se dovadi preko kondenzatora na bazu tranzistora.



136 Elektrotehnika

] [ ]
Ry = R
Ny
-
R & i L]
L}
13
i R
+ Vy 2 ¥ i
‘ : | ¢

Slika 8.9. Pojacavac sa zajedni¢kim emitorom.

Svi ¢vorovi koji su povezani na masu su oznaceni simbolom mase. Emitor tranzistora
je direktno vezan na masu. Zato se kaze da je emitor uzemljen. Elektroda tranzistora koja je
zajedni¢ka i za ulazno kolo i za izlazno kolo (odakle se preuzima pojatana vrednost ulaznog
signala) odreduje naziv kola. U ovom sluéaju emitor je zajednicka elektroda zbog ¢ega se
ovakvo kolo naziva pojatava sa zajednickim emitorom. lzlani napon se uzima izmedu
kolektora i emitora, zbog ¢ega kolektorsko kolo pripada izlaznom delu kola a kolektorski
napon je izlazni napon.

Da bi posmatrai odziv na pobudu koju stvara promenljivi izvor, svi nezavisni
naponski generatori se kratko spajgju, a nezavisni strujni izvori predstavljaju kao otvorena
veza

Da bi se uprostilo postavljanje jednacina, svi otpornici koji su paraeno vezani
zamenjuju se ekvivalentnom paralelnom vezom (umesto izratunavanja paralelne vrednosti,
boljeje nadlici prikazato simbolom dve vertikalne paralelne linije || da se radi o paralelnoj vezi
dva elementa).

Treba voditi ratuna o tome da uproS¢ena Sema kola nema nacrtane napone za
polarizaciju, i da ovakvo nacrtano kolo ne moZe stvarno da radi u aktivnom rezimu. Upravo
jednosmerni izvori daju potrebnu energiju za pojacanje, ai oni ne uti¢u na izvodenje kada se
radi o izratunavanju pojacanjaili ulaznei izlazne impedanse kola.
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Slika 8.10. Upro¢eno kolo poja¢avada (sa zajedni¢kim emitorom) za pojacanje
promenljivog napona.
Posto smo sigurni da tranzistor radi u aktivnom linearnom rezimu, sada moze i
tranzistor da se zameni hibridnim = modelom za male signale, kao &to je nacrtano na slici 8.11.

R i, ii
(=T 13 —
r L r.. H-I L ]
+ S { |1
i | | - | |4
R, R,
Slika 8.11. Ekvivalentno kolo poja¢avaca sa zaj edni¢kim emitorom za hibridni « model

tranzistora.

Koristedi izraz za razdelnik napona, napon izmedu baze i emitora moZe da se izrazi
kao funkcija ulaznog napona (usvojena je aproksimacija da je ekvivalentna otpornost otpornika
za polarizaciju baze znatno veca od ulazne otpornosti tranzistora izmedu baze i emitora, zbog
¢ega se aproksimira kao otvorena veza):

r
Vv, =—2%—V 339
be Rs+rﬂ s ( )

Naponsko pojacanje je napon na kolektorskom otporniku (plus izlaznog napona je na
kolektoru, a minus napona je na masi), a pri ¢emu se koristi prethodna jednacina za napon
izmedu baze i emitora:

Vi _gmvbeRC I

== == — 340
A=y = =R (340)
Moze se koristiti relacija koja povezuje parametre tranzistora:

B =0, (341)

Naponsko pojacanje zavis od parametara tranzistora, otpornosti promenljivog izvorai
otpornosti u kolektorskom kolu:



138 Elektrotehnika

A=be s, (342)

Iz prethodnog izraza se vidi da u sluégu kada je R, >>r_, naponsko pojacanje je
proporcionalno faktoru B. Tipi¢ne vrednosti faktora B su od 20 do 1000. Tolerancije ovog
faktora su 30% do 50%, $to znagi dai pojatanje varira u tim granicama. Zbog toga je pozeljno
da se pri projektovanju vodi raduna o tome da se na drugi nacin kontroliSe pojacanje
pojacavacai time u¢ini manje zavisno od ovako velike varijacije parametara.

Ako je R, <<r_, naponsko pojacanje je A =-g,R.. Pojatanje je sada prakti¢no
nezavisno od parametra f3, jer su tolerancije faktora g,, manje od tolerancija f.

Primenom slicnog postupka izvodi se izraz za strujno pojacanje pojacavaca sa
zajedni¢kim emitorom:

i ~On rlr Vo
A=_—i:—Ffj ==, =P (343)

I, u

R+,

Ulazna otpornost pojacavata sa zajednickim emitorom dobija se kao koli¢nik ulaznog
naponai ulazne struje:

R =r. (344)

Kada se generator poveZe izmedu izlaznih krgjeva, a napon izvora u ulaznom kolu je
nula, dobija se izlazna otpornost:

R=R (345)

Kao zakljutak mozemo da izdvojimo nagvaznije karakteristike pojatavata sa
zajednic¢kim emitorom:_

e Naponsko i strujno pojacanje mogu imati velike vrednosti.
e Ulaznaotpornost nije velika.

e |zlaznu otpornost odreduje otpornost otpornika u kolu kolektora, a izlazna otpornost ima
veliku vrednost.

e Naponsko pojatanje je negativho; negativha vrednost napona predstavlja se faznom
razlikom od 180° izmedu ulaznog i izlaznog signala; to znati da ovaj pojasavas obrée fazu
sinusoidalne pobude.

8.5.2 Pojacavac sa zajedni¢kim kolektorom

Pojacavac sa zajednickim kolektorom prikazan je na dici 8.12. Ekvivalentno kolo za
pojacanje promenljivog napona dobija se na isti natin kao kod pojacavaca sa zajednickim
emitorom (slika 8.13.). Kolektor je vezan direktno na jednosmerni izvor, a u modelu za
promenljive struje vezan je na masu. Naponska pobuda je prikljucena izmedu baze i mase, a
kako je kolektor povezan na masu za promenljive struje, to znati da je pobuda izmedu baze i
kolektora. 1zlazni napon se uzima izmedu emitora i mase. Obzirom da je za promenljive struje
kolektor uzemljen, to znati dajeizlazni napon izmedu emitorai kolektora
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Slika 8.12. Poja¢ava¢ sa zajedniékim kolektorom.
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Slika 8.13. Ekvivalentno kolo pojacavaca sa zajedni¢kim kolektorom.

U ekvivalentnom kolu sa slike 8.13 emitorski otpornik Rg i otpornost potrosaa R,
su paraelno vezani i kroz njihovu paralelnu kombinaciju protice struja (B+21i,

. Ako
oznacimo promenljivi napon nabazi sa V,, , za naponsko pojacanje se dobija:

A¥ %V LHGORIR)  BrDRAR)

Ve VoV, R+ +B+D(RNIR) L +B+D(RIR,)
B+D(R:IIR,)

(346)
TRAL+BDRR,)

U praks je ngceste R +1, << (B+1)(Re [IR,), tako da se uprostavanjem izraza za
naponsko pojatanje pojacavata sa zgjednickim kolektorom pokazuje da je ono priblizno
jednako jedinici, ali je uvek manje od jedan:

Ako se pretpostavi daje R, << R, zastrujno pojacanje se dobija

i, R+ Rp (348)
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Prethodna relacija pokazuje da je osnovna karakteristika pojacavata sa zgjednickim
kolektorom da ostvari vrlo veliko strujno pojacanje.

Ulazna otpornost se dobija kao koli¢nik ulaznog napona i ulazne struje. Ulazna
otpornost je velika:

R, =r.+B+D(Re [IR,) (349)

IzZlazna otpornost se dobija kada se kolo pobudi sa izlaza a pretpostavi se da je
naponski generator u baznom kolu jednak nuli:

_ R+R) LR
R—REII( B+1J~ 5i1 (350)

Zbog postojanja ¢lana (B+1) u imeniocu, 1zlazna otpornost je veoma mala.

NajvaZnije karakteristike pojatavata sa zajednickim kolektorom su jedini¢no
naponsko pojacanje, znatgno strujno pojacanje, velika ulazna otpornost i mala izlazna
otpornost. Naponsko pojatanje je pozitivno, ato znaci da su ulazni napon i izlazni napon u fazi
(ovaj pojacava ne obrée fazu).

8.5.3 Pojacava¢ sa zajedniékom bazom

Da bi pojacavac bio sa zajednickom bazom, on ne sme da ima priklju¢en izvor
promenljivog naponaiili struje na bazu, niti se sa hjega moze uzimati izlazni napon ili izlazna
struja. To konkretno znaci da je na bazu priklju¢en samo jednosmerni napon za polarizaciju
tranzistora koji radi u aktivnom rezimu. Pojacavat sa zgednickom bazom prikazan je na dici
8.14. Baza je vezana na konstantan napon preko razdelnika jednosmernog napona. Kako je
jednosmerni napon izvora kratak spoj u analizi promenljivog signala, moze se smatrati da je
baza vezana na masu za promenljivi signal (baza je uzemljena). Pobuda se prikljucuje izmedu
emitorai baze (mase). |zlazni napon se preuzimaizmedu kolektorai baze (mase).

Ekvivalentno kolo pojatavaca sa zgjedni¢ckom bazom za promenljive struje prikazano
je nadici 8.15. Dobija se na isti na¢in kao kod ostalih tranzistorskih pojatavaca tako sto se
model tranzistora crtaizmedu elektroda tranzistora

Primenom Kirhofovih pravilai ostalih transformacija koje su ranije opisane, moZe da
se odredi naponsko pojacanje pojacavaca sa zgjedni¢kom bazom:
v, Ol Re
U mzc 351
A Ve L+ (af +DR 50

Naponsko pojacanje prakticno ne zavis od B. Ako je r, << (g, I, +)R,, naponsko pojacanje je
priblizno jednako

R 352
A R (352

U ducgu da je otpornost pobudnog generatora veoma mala, naponsko pojatanje se moze
odrediti kolektorskim otpornikom

A ~9,R (353)

Strujno pojacanje pojacavaca sa zagjednickom bazom je priblizno jednako jedinici:
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i B
A= e 1 (354)

u

Strujno pojacanje pojatavaca sa zagjednickom bazom je uvek manje od jedan.
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Slika 8.15. Ekvivalentno kolo poja¢avada sa zaj edni¢kom bazom.

Ulazna otpornost pojatavaca sa zajednickom bazom dobija se kao koli¢nik ulaznog napona i
struje:

R - Rg—l'; ~r, (355)

Ulazna otpornost pojacavata sa zajednickom bazom je veoma mala. |zlazna otpornost je
priblizno jednaka otpornosti otpornika u kolektorskom kolu:

R=R (356)
Najvaznije karakteristike pojacavaca sa zajednickom bazom su veliko naponsko
pojacanje, jedini¢no strujno pojacanje, ulazna otpornost je veoma mala, a izlazna otpornost je

odredena vrednos¢u otpornika u kolu kolektora (Rc obi¢no ima veliku vrednost). Naponsko
pojacanje je pozitivno, $to znati daova pojacavat ne obrée fazu.
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9 MOS tranzistor (MOSFET)

Tranzistori poznati kao MOSFET (skracenica MOSFET je od engleskog naziva Meta
Oxide Semiconductor Field Effect Transistor) su nadli veliku primenu kako u analognoj tako i
u digitalnoj elektronici. Sam naziv opisuje kakva je struktura i princip rada ovog tipa
tranzistora. Kod bipolarnog tranzistora postoje dve vrste nosioca naelektrisanja, elektroni i
Supljine, a kontrolna elektroda (baza) je izmedu dve elektrode (emitora i kolektora) kroz koje
prolazi znacajno veca struja. Malom strujom baze upravlja se intenzitetom velike struje izmedu
emitora i kolektora. Kod MOS tranzistora kontrolna elektroda (gejt) je izolovana od dve
elektrode (sors i drejn) kroz koje moZe da protice velika struja. Kontrola struje se vrsi
elektriénim poljem sa gejta. Struja MOSFETa se sastoji samo od jednog tipa glavnih nosilaca
naelektrisanja, i to elektrona kod NMOS tranzistora i Supljina kod PMOS tranzistora. Ovakav
tip tranzistora kod koga postoji samo jedna vrsta glavnih nosioca naziva se i unipolarni
tranzistor.

Princip rada MOS tranzistora opisan nije odmah naSao primenu pre svega zbog tesko¢a u
realizaciji. Osnovna karakteristika MOS tranzistora jeste daimaju jednostavnu strukturu i male
dimenzije. Danas su MOS tranzistori ngjcesée koriséeni tip u realizaciji digitalnih logickih kola
kao i memorijskih kola. MOS tranzistori se sve viSe koriste i u redlizaciji anaognih
integrisanih kola.

9.1 Strukturai simboli MOS tranzistora

NMOS tranzistor se realizuje na supstratu (podlozi) p tipa, u kojem su napravljena dve
jako dopirane n* oblasti. Na ove dve n* oblasti je nanesen tanak sloj metala kako bi se
formirale dve pristupne elektrode. Jedna od njih se naziva sors (eng. source) a drugi je drejn
(eng. drain). Povrdinaizmedu sorsai drejna je izolovana od supstrata nano3enjem tankog sloja
izolatora (silicijum dioksida). Naizolacioni loj je nanesen tanak sloj metala, koji postaje treca
kontrolna elektroda. Tre¢a elektroda se naziva gejt (eng. gate). Osim ove tri elektrode, sa
suprotne strane supstrata i podloga ima metalni kontakt kao cetvrta elektroda. MOS tranzistor
ima Cetiri elektrode, ali se u ovoj knjizi za objadnjenje rada M OS tranzistora koriste samo prve
tri elektrode (sors, dregjn i gejt). Uticg podioge je mali iz ugla elektronske komponente i
funkcija koje se u elektricnom kolu realizuju ovim poluprovodni¢kim elementom. Struktura
MOS tranzistora je potpuno simetri¢na.
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Vrednosti rastojanja sorsa i drejna su od 1 do 10 um, a oznatavaju se slovom L.
Tipi¢ne vrednosti Sirine MOS tranzistora su od 2 do 500 um i oznaéavagju se slovom W. U
savremenim integrisanim kolima velike sloZenosti, kao $to su mikroprocesori i memorije,
minimalne dimenzije mogu da budu i manje od 1 um, reda ¢ak i nm, &o omogucava
realizovanje viSe miliona tranzistora na jednom silicijumskom supstratu (¢ipu).

Tehnoloski postupak izrade PMOS tranzistora je isti, stim da je podloga n tipa, a sors
i drejn su jako dopirane p* oblasti.

Postoje brojne varijacije smbola MOS tranzistora, a u ovoj knjizi se koriste simboli
NMOS i PMOS tranzistora sa tri elektrode. Crtanje ¢etvrte elektrode ne doprinosi razumevanju
osnovne primene MOS tranzistora, $to je razlog da se koriste ssmboli u elektricnim Semama
kako su prikazani nadlici 9.1. U literaturi se ¢esto srecu i simboli na kojima su prikazane cetiri
elektroda (Cetvrta el ektroda je supstrat koji se vezuje zajednu od preostale tri elektrode).
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Slika 9.1. Simboli NMOSi PMOStranzistora.

9.2 Princip rada NMOS tranzistora

Izmedu n" oblasti sorsai podloge supstrata postoji dioda koja je usmerena od podloge
ka sorsu. Izmedu n* oblast drejnai podloge supstrata postoji jos jedna ista takva dioda koja je
usmerena od podloge ka drejnu. Ako se elektroda podloge posmatra kao provodni sloj koji
povezuje dve diode, tada su ove dve diode redno vezane, ali okrenute jedna ka drugoj.

Kada na elektrode nije prikljucen nikakav napon, ni jedna od dioda ne moze da
provodi, kao &to je objasnjeno u poglavlju o pn spoju i diodama. Kada je izmedu drejnai sorsa
prikljuc¢en jednosmerni napon, jedna od ove dve diode je inverzno polarisana, zbog ¢ega ne
moZe da proti¢e struja ni u jednom smeru. Kada se dovede napon vps izmedu drejna i sorsa,
poluprovodnik se ponasa kao izolator zbog toga $to je jedna od dioda inverzno polarisana.
Otpornost izmedu drejnai sorsaje veoma velika, reda 10™ Q.

Gejt je odvojen od supstrata oksidom koji je izolator. Kakav god jednosmeran napon
da dovedemo na elektrodu gejta, od gejta prema ostalim elektrodama ne moZe da protice struja,
jer se on pona3a kao jedna plo¢a kondenzatora prema podlozi kao drugoj ploci kondenzatora.
Gejt jeizolovan i od ostalih el ektroda.

Pretpostavimo da je na gejt doveden pozitivan napon vgs, a da su sors i drejn vezani
na masu. Pozitivni napon gejta stvara elektri¢no polje koje odbija Supljine (Supljine su vecinski
nosioci u podlozi) dalje od podrucjaispod gejtai ostavlja nepokretne negativno naglektrisane
akceptorske atome. To znaci da se ispod gejta stvara oblast u kojoj ima malo pokretnih glavnih
nosilaca zbog ¢ega se ova oblast naziva osiromasena obl ast.
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Dovoljno veliki pozitivni napon na gejtu stvara elektricno polje koje priviagi
elektrone. Ovo polje priviati slobodne elektrone iz n+ oblasti sorsa i drgjna. Ovi slobodni
elektroni se grupisu u podlozi neposredno ispod gejta i stvargju provodnu oblast u kojoj su
elektroni glavni nosioci naglektrisanja. Kako se slobodni elektroni nalaze izmedu sorsa i
drgina, oni prave poj izmedu njih, &o je razlog da se ovako formiran soj elektrona naziva
kanal. Ako su sorsi drejn naistom potencijalu, to je isto kao kada su dva krgja provodnika na
istom potencijalu, nemo razloga da tece struja kroz ovg kanal u kome nema elektri¢nog polja
izmedu drgnai sorsa.

Kada je uspostavljen kana od slobodnih elektrona izmedu drejna i sorsa, i kada se
izmedu dregjna i sorsa dovede jednosmerni hapon Vps, kroz kanal ¢e protedi struja zato 3to
dovedeni napon stvara el ektri¢no polje.

Obzirom da pozitivan napon na gejtu izaziva stvaranje kanala (koristi se i termin
indukcija kanala), ovakva vrsta MOS tranzistora naziva se jos i tranzistor sa indukovanim n
kanalom. Kako su slobodni nosioci u kanalu nastali priviatenjem napona sa gejta, ovaj
tranzistor se nazivai NMOS tranzistor saindukovanim kanalom. Celokupna struja sastoji se od
kretanja samo jednih nosioca, u ovom slucaju elektrona, a supljine nemaju nikakav uticaj.
Ovakvi tranzistori se nazivaju i unipolarni tranzistori zato §to struju moze da formira samo
jedan tip nosioca, i to nosioci koji su suprotnog tipa od glavnih nosioca podloge.

Struja kroz kanal ne moze da tece dok se kanal ne uspostavi celom duzinom izmedu
sorsai drejna. Minimalna vrednost napona koji obezbeduje formiranje kanala naziva se napon
praga provodenja i obelezava se sa V;. Vrednost napona izmedu gejta i sorsa je ista kao |
vrednost napon izmedu gejta i drejna, ako je drejn na istom potencijalu kao sors. Vrednost
napona praga provodenja zavisi od proizvodnog procesaizrade tranzistorai tipi¢no je u opsegu
od1lVdo3V.

Izolacioni materijal izmedu gejta i podioge, sa dve metalne elektroda na gejtu i
podlozi, u sudtini formiragju plocasti kondenzator. Dovodenje napon izmedu gejta i podloge
stvara elektricno polje u dielektriku plo¢astog kondenzatora. Kod kondenzatora se
podrazumeva da su obe elektrode od tankog sloja metala, dok je u ovom slu¢aju druga plocau
stvari poluprovodnik koji ima konacne dimenzije. Zato elektri¢no polje koje postoji izmedu
gegtai podloge priviati slobodne nosioce u tankom sloju ispod izolacionog materijala. Time se
kontrolie broj slobodnih nosilaca u kanalu, $to znati da napon izmedu gejta i sorsa odreduje
provodnost kanala, podrazumevajuci daje podloga naistom potencijalu kao i sors.

Kako MOS tranzistori elektricnim poljem regulisu provodnost kanala, to se za naziv
ovih tranzistora koristi termin tranzistori sa efektom poljaili skrateno MOSFET od engleskog
naziva Metal Oxide Semiconductor Field Effect Transistor (u Zargonu se po nekada kaZze
MOSFET tranzistor, iako je poslednje slovo T u stvari skracenica za tranzistor).

9.2.1 PonaSanje NMOS tranzistora pri malim naponima izmedu drejnai sorsa

Pretpostavimo da je izmedu gejtai sorsa doveden napon koji formira provodni kanal,
Ves>V,, takozvani indukovani kanal. Da bi mogla da tece struja kroz kanal, potrebno je da se
izmedu dregjna i sorsa dovede barem mali pozitivan napon vps koji je reda stotinak mV. Kroz
indukovani kanal ¢e se kretati elektroni od sorsa ka drejnu (zato Sto su elektroni negativna
nael ektrisanja, na drejnu je pozitivniji napon u odnosu na sors, i elektri¢no polje u kanalu je od

definiciji smer struje jednak smeru kretanja pozitivnih naelektrisanja, a suprotan smeru kretanja
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negativnih naglektrisanja. Smer struje na simbolickom predstavljanju ovih tranzistora pokazuje
strelica (slika9.1.).

Jaginastruje zavisi od broja slobodnih nosilaca u kanalu i priklju¢enog naponaizmedu
drejnai sorsa. Broj slobodnih nosilaca zavisi od razlike napona vgs i napona praga V;, Ves-Vi, @
ova razlika napona se ¢esto naziva i efektivni napon. Struja drejna ip bi¢e proporcionalna
naponu Vgs-V; i naponu vps. Struja gejta je jednaka nuli zato Sto je gejt izolovana elektroda. Po
prvom Kirhofovom zakonu, struja sorsa je jednaka struji drejna.

U rezimu malih ngpona izmedu drejna i sorsa, NMOS tranzistor se moZe posmeatrati
kao otpornik ¢ija se otpornost zavis od haponom na gejtul.

Uzimaju¢i u obzir postupke tehnolo3ke izrade (fizicke konstante i, i &o, parametri
tehnoloSkog procesa to i V;), geometrijske dimenzija tranzistora W i L) i pojave koje se
deSavaju, u struenoj literaturi se moZe naci izvodenje zavisnosti struje dreinaip od napona Ves,
Vi, Ves-Vi i Vps:

. lpe. W w
Ip = E%T[Z(Vos =V)Vps — Vés] =K, T[Z(Ves =Vi)Vps — Vés] (357)

Ako nas interesuje uticaj samo dovedenih napona, struja drejna zavisi od napona vgs i
Vps.

Oblast rada NMOS tranzistora u rezimu malih napona vps haziva se linearna oblast
(jer se MOS tranzistor ponaSa kao otpornik ako zanemarimo kvadratni ¢lan). Koristi sei termin
triodna oblast zato $to su karakteristike sli¢ne kao kod triodnih elektronskom cevi.

9.2.2 PonaSanje NMOS tranzistora pri veéim naponimaizmedu drejna i sorsa

Napon izmedu gejta i neke tacke u provodnom kanalu koji ide od drejna do sorsaima
razlicite vrednosti, zato Sto drejn i sors nisu na istom potencijalu. Na kragju kanala koji je bliZi
sorsu to je upravo napon koji je doveden izmedu gejtai sorsa, vgs. Na kraju kanala koji je blizi
drginu, napon moZe da se izratuna po drugom Kirhofovom zakonu, vgp=Ves—Vps). Dubina
kanala zavis od naponaizmedu gejtai kanala, a kako napon nije isti, razlikovace se i dubina
kanala. Ako je napon na drejnu pozitivniji u odnosu na gejt, na strani sorsa kanal je dublji
(kaze sei §iri), anastrani drgjna kanal je plici (kaze sei uzi). Sto je pozitivan napon Vps Ved,
to ¢e promena dubine kanala biti sve veta. Kada napon vps postane jednak naponu vgs-V;,
Vps=Ves—V; dubina kanala u okolini drejna se pribliZzno svede na nulu. Za ovakav kanal se kaZe
daje stisnut. Vece vrednosti napona Vips iznad vgs—V; hemaju uticaj na oblik kanala, tako da se
struja drejna ne menja pri daljem povecanju napona vips. To znai da dolazi do zasi¢enja struje
dreina.

Kaze se daNMOS tranzistor radi oblast zasi¢enja za napona vps>Ves—V;. Strujadreina
u reZzimu zasi¢enja moZe se odredi iz prethodne jednacine tako §to se zameni napon izmedu
drgnai sorsasavps=VesVi:

. W
Ip = knT(VGS _\/1)2 (358)

Ako se dalje povetava vrednost napona izmedu dregjna i sorsa, struja drejna zavisi
iskljucivo od napona vgs. Vrednost struje zasi¢enja moze da se odredi geometrijom supstrata.
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9.3 CMOS tranzistor (komplementarni MQOS) |
PMOS tranzistor

MOS tranzistor sap kanalom se pravi nasupstratu ntipaasorsi drejn su sap’ oblasti.
Princip rada je potpuno isti kao kod NMOS tranzistora. Razlika je u polaritetu svih napona i
struja. Glavni nosioci su Supljine umesto elektrona kod NMOS tranzistora. Naponi Vgs, Vps i Vi
Su hegativni, a struja dregjna ip ima smer prema sorsu i izlazi iz drejna. U izrazima za struju
umesto pokretljivosti elektrona koristi se pokretljivost Supljina .

Kako je pokretljivost elektrona pn priblizno 2.5 puta veca od pokretljivosti Supljina,
NMOS tranzistori se viSe koriste u praksi. Zbog vece pokretljivosti, struja NMOS tranzistora
moZze da bude 2.5 ve¢a u odnosu na PMOS tranzistoraistih dimenzijai u istim uslovimarada

U nekim primenama pozeljno je da postoje komplementarni tranzistori koji mogu da
rade kao da su suprotno polarisani. Upravo su PMOS tranzistori nadli primenu u integrisanim
kolima za izradu komplementarnih MOS ili CMOS kola. CMOS kola su nasla Siroku primenu
u realizaciji i digitalnih i analognih kola.

Obe vrste tranzistora se redlizuju na istoj vrsti podloge, p tim podloge. NMOS
tranzistor se redlizuje direktno na podlozi p tipa. Za realizaciju PMOS tranzistora potrebno je
da je podloga n tipa. Zbog toga se osnovni supstrat dopira da postane n tip, a zatim se ceo
postupak ponovi za fabrikaciju PMOS tranzistora, kao da je podlogan tipa.

Tranzistori NMOS i PMOS tipa se medusobno izoluju debelim slojem oksida, ¢ime se
sprecava uticaj rada jednog tranzistora na drugi tip tranzistora.

9.4 Model NMOS tranzistora za velike signale

MOS tranzistori su naSli primenu u integrisanim kolima kao prekidacki elementi ali i
kao pojacavaci. MOS tranzistori se koriste u sve tri vrste rada: zakocenje, triodna oblast i
zasicenje. U kojoj ¢e oblasti tranzistor da radi, odreduje se naponima koji se dovode na
elektrode MOS tranzistor, odnosno od polarizacije tranzistora. Za svaku vrstu rada moZe da se
koristi odgovargju¢i ekvivalentni elektricni model NMOS tranzistora, sto omogucava da se
napravi model zavelike signale.

9.4.1 Model NMOS tranzistora u zakoc€enju

Kada nema uslova za formiranje kanala, NMOS tranzistor radi u rezimu zakocenja
Potreban udov je vgs<V;. 1zmedu drejna i sorsa, umesto kanala, postoje dve diode koje su
povezane katodama; jedna dioda je od sorsa ka supstratu, a druga od drejna ka supstratu. Jedna
dioda je uvek inverzno polarisana bez obzira koji je od napona sorsa ili drgina na visem
potencijalu. Zbog inverzne polarizacije jedne od dioda, otpornost izmedu sorsai drejna je reda
10" Q. 1zmedu gejtai ostale dve elektrode postoji izolator, $o daje moguénost da se ceo MOS
tranzistor moze modelovati otvorenim kolom.
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9.4.2 NMOS tranzistor u triodnoj oblasti

NMOS tranzistor radi u triodnoj oblasti kada je napon na gejtu dovoljno veliki za
formiranje kanada, ves>V;, a napon izmedu sorsa i drejna mali tako da je Vps<<vgs—V; U
jednagini za struju drejna se za veoma mal e napone Vps moZe zanemariti kvadratni ¢lan:

. W
ip ~ 2K, T (Ves —Vi)Vos (359)

U triodnoj oblasti NMOS tranzistor se ponasa kao otpornik. Otpornost zavisi od
kontrolnog napona vgs:
R (360)
'o 2knT(VGS -Vi)

U integrisanim kolima se ¢esto koristi ova osobina MOS tranzistora za redlizaciju
otpornika. Posebno je interesantan slucgj kada je potrebno da se promeni vrednost otpornosti, a
da se to ne radi mehanicki ili koris¢enjem prekidacke logike. Promenom napona se realizuje
programabilni naponski kontrolisani otpornik.

9.4.3 NMOS tranzistor u zasiéenju

Kada je napon na gejtu dovoljno veliki za formiranje kanala, ves>V;, a napon izmedu
sorsa i drgjna dovoljno veliki, tako da je kana stisnut na strani dregjna, vps>Ves—V;, NMOS
tranzistor radi u oblasti zasi¢enja. Struja drejna NMOS tranzistora u oblasti zasi¢enja moze da
se posmatra kao idealni zavisni strujni izvor kontrolisan naponom vgs. Ekvivalentni model
tranzistoraje prikazan nadlici 9.2.

i i . i I3

Slika 9.2. Ekvivalentni model NM OStranzistora u oblasti zasi¢enja.

9.5 Model NMOS tranzistora za male signale

Aktivna kola, kojima pripadaju i MOS tranzistori, postavljgju se u radni rezim
odgovaraju¢om polarizacijom, odnosno jednosmernim naponima koji obezbeduju da element
radi u odgovargjucem reZzimu. To znadi da se odreduju radna prava i radna tacka. Sudtina
aktivnih elemenata jeste da pojacaju promenljivi napon ili struju (na racun napganja iz
jednosmerne baterije ili jednosmernog izvora), tako da aktivno kolo ne izade iz rezima rada u
kome se ostvaruje linearna zavisnost signala naizlazu u odnosu na promenljivi signal na ulazu
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u kolo. Zbog toga se naponi i struje izvora predstavljagju kao zbir jednosmerne i promenljive
komponente. Svaka od andiza se posebno radi za koris¢enjem modela koji odgovara
jednosmernom ili promenljivom signalu. Na izlazu se sabirgju odzivi na jednosmernu i
promenljivu pobudu, i tako se dobija kompletan odziv.

Zajednosmerni rezim rada MOS tranzistora se koristi modela tranzistora u zasi¢enju.
Za odredivanje napona i struja u radu sa vremenski promenljivim izvorima, moZe da se koristi
model za male signale. Da bi NMOS tranzistor radio kao pojacavag, njegova radna tacka treba
dabude u oblasti zasi¢enja.

Principijelna Sema pojacavaca sa polarizacijom nacrtana je na slici 9.3. Jednosmerni
izvori su posebno oznateni da bi se bolje uocio promenljivi izvor. Korisni signal se preuzima
sa drgjna. Uvodimo konvenciju radi lakSeg pracenja formula i izvodenja. Slova u indeksu
oznatavaju elektrode izmedu kojih se dovodi napon. Ako je napon jednosmeran, tada je oznaka
napona velikim slovom V, na primer za jednosmerni napon izmedu gejitai sorsa Vgs. Ako je
napon promenljiv ali mozZe da ima i jednosmernu komponentu, tada je slovna oznaka malim
slovom, ai su indeksi velikim slovom, na primer ves. Ako napon ima samo promenljivu
komponentu, tada su i napon i indeksi malim slovom, V.

Za odredivanje radne tacke tranzistora pretpostavlja se daje promenljivi napon jednak
nuli, vg=0. Jednosmerni rezim rada moZze da se opiSe sa sledece dve jednacine:
w
Iy = knT(VGS _\/t)z (361)

Vo =V —Rolp (362)

Struja drejna i napon na dregjnhu u radnoj tacki se odreduju direktno iz jednacina. Za
masu je odreden ¢vor za koji je zajednicki jednosmernim izvorimau kolu gejtai drejna.

Slika 9.3. Osnovno pojacavacko kolo sa NM OS tranzistorom.

Uticg] promenljivog signala vgs posmatra se u radnoj tacki. Ukupan napon izmedu
gejta i sorsa dobija se kap zbir jednosmernog napona za polarizaciju i promenljive
komponente:

VGS = Ves + Vgs (363)

Ukupna struja drejna iskazana preko jednosmernog napona i promenljive pobude
postge:
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o =Kot Vs + Vg~ Ve) (369

Nakon sredivanjaizraza tako da se posebno odvoji uticaj promenljivog dela, dobija se:
o =Kyt (Ve ~V0)* # 25, (Ve =) +V2) (365)

U prethodnoj jednagini, prvi ¢lan odgovara stalnoj struji drejna u radnoj tacki. Drugi
¢lan predstavlja komponentu struje koja zavisi od promenljivog pobudnog napona, i koji se
koristi da bi se dobio kao izlazni pojatani napon. Tre¢i ¢lan je srazmeran kvadratu
promenljivog dela pobudnog napona i on unosi nelinearna izobli¢enja. Da bi se nelinearna
izoblicenja smanjila, neophodno je da promenljivi ulazni napon bude znatno manji od
jednosmernog napona:

Vgs << 2(Vgs —V,) (366)
Zastruju dregjna se konacno dobija:
o =K, 1 (Ve = Vo) + 20, Vs~ 1)
1o =k (Vo Vo)’ (367)

. W
Iy = 2kn T(VGS _\/t)vgs

Na osnovu ovog izvodenja, moze se napraviti model NMOS tranzistor zamale signale
koji se sastoji od idealnog naponski zavisnog strujnog izvora. Model NMOS tranzistora za
male promenljive signale je prikazan naslici 9.4.

o 1 — -J— 12

5
Slika 9.4. Osnovno pojacavacko kolo sa NM OS tranzistorom.

Parametar g, daje vezu izmedu struje iy i napona vg. Ove parametar se naziva
transkonduktansa MOSFET-a a definiSe se izrazom:

W
On = 2knT(VGS _Vt) (368)

Model za mae signale NMOS tranzistora je slican modelu bipolarnog tranzistora, ali
je znag¢ajno jednostavniji. U modelu NMOS tranzistora nema ulazne otpornosti, zbog ¢ega je i



150 Elektrotehnika

ulazna struja jednaka nuli. Nepovoljna osobina je ta da je vrednost transkonduktanse kod
NMOS tranzistora manja nekoliko puta od transkonduktanse bipolarnog tranzistora (pri istoj
struji u izlaznom delu kola).

9.6 Osnovna pojaéavacka kola sa NMOS
tranzistorom

Da bi tranzistor radio kao pojacavaé, ulazni napon ili struja se dovode na jednu
elektrodu, sa druge elektrode se preuzima pojatan signal, a tre¢a elektroda je na konstantnom
potencijalu. U zavisnosti od toga koja je elektroda na konstantnom potencijalu, postoje tri
osnovne konfiguracije pojatavaca: sa zajednickim sorsom, sa zajednickim dreginom i sa
zajednickim gejtom.

9.6.1 Pojacavac sa zajedni¢kim sorsom

Pojatavac sa zajednickim sorsom se najéesée koristi kao pojatavacko kolo sa jednim
MOS tranzistorom. Pojacavacko kolo je prikazano nadlici 9.5.
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Slika 9.5. Poja¢ava¢ sa zajedniékim sor som.

Pobuda je prikljucena izmedu gejta i sorsa, a sors je vezan za masu. |zlazni napon
uzima se izmedu drejna i sorsa. Po&to je sors zgjednicka elektroda za promenljiv signal, ovo
kolo se naziva pojacavac sa zajednickim sorsom.

Otpornici Rg; i Rg, sluZe za podeSavanje napona Vg, a time i radne tacke, odnosno
napona Vp i struje napona Ip. Kondenzator sluzi da se spreci uticaj promenljivog izvora na
polarizaciju tranzistora.

Ekvivalentno kolo za promenljive signale prikazano je na dlici 9.6. (svi jednosmerni
naponski izvori su kratko spojeni).
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Slika 9.6. Ekvivalentno kolo poja¢avaca sa zajednic¢kim sorsom.

Struja gegjta je jednaka nuli, tako da razdelnik napona nije optereten ulaznom
otpornoS¢u tranzistora; zbog toga otpornici Rs; i Rs, mogu imati znatno vece vrednosti nego
kod pojatavata sa bipolarnim tranzistorom. Ulazna otpornost je jednaka paraelnoj vezi
otpornika Rg; i Raa, (Re=Rs1||Rs2). Zbog toga se i uzimaju velike vrednosti za otpornosti ovih
otpornika. Naponsko pojacanje se dobija reSavanjem kola sadike 9.6:

A=U-TIS R R L g R, (369)

Vy vy R, +Rs

Pojacavat sa zajednickim sorsom ima naponsko pojatanje koje je jednako proizvodu
transkonduktanse i otpornosti otpornika u kolu drejna. Negativan znak zn&ti da ova pojacavad
obrée fazu.

9.6.2 Pojacavac sa zajedni¢kim drejnom

Pojacavaca sa zgjednic¢kim drejnom prikazan je na dlici 9.7, Drein je vezan direktno
na jednosmerni izvor za napajanje, sto znaci da je za promenljiv signal vezan za masu &o je
razlog da se ovo kolo i zove pojacavac sa zajednickim drejnom. Pobudni napon se prikljucuje
izmedu gejtai drejna, aizlazni napon je izmedu sorsai mase.
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Slika 9.7. Pojacava¢ sa zajedni¢kim drejnom.

Ekvivalentno kolo za promenljive signale prikazano je na dlici 9.8. (svi jednosmerni
naponski izvori su kratko spojeni na masu). Posle zamene MOS tranzistora modelom za male
signale i primenom Kirhofovih zakona, Omovog zakona i ostalih transformacija, dobija se
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izraz za naponsko pojacanje (ekvivalentna otpornost je paralelna veza otpornosti u sorsu i
otpornosti potroSaca koja moZe da bude ulazna otpornost narednog pojatavackog stepena):

(370)

Naponsko pojacanje pojatavac sa zajednickim drejnom je pribliZzno jednako jedinici.
Napon naizlazu je u fazi s naponom na ulazu u pojatavac.
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Slika 9.8. Ekvivalentno kolo pojacavaca sa zajedni¢kim drejnom.
Na osnovu usvojenog modela tranzistora, moZe da se odredi izlazna otpornost
pojacavaca sa zajednickim drejnom:

_ R
R 1 InRs 57

|z prethodnog izraza proizilazi daje izlazna otpornost pojacavata veoma mala.

9.6.3 Pojacava¢ sa zajednickim gejtom

Slika 9.9. ilustruje osnovnu konfiguraciju pojadavat sa zajednickim gejtom. Gejt se
nalazi na konstantnom napon koji je odreden razdelnikom napona. Uobi¢geno se stavlja i
kondenzator koji ima veliku kapacitivnost da bi za promenljive signale gejt prakti¢no bio vezan
na masu. Pobudni napon se dovodi izmedu sorsa i mase, a izlazni napon je izmedu dregjna i
mase.

Primenom istih postupaka kao i za prethodna kola sa tranzistorima, dobija se model za
male signale, koji je prikazan na dici 9.10. Naponsko pojatanje se izvodi reSavanjem
ekvivalentnog kola:

RsR,
RSe:

Rs+ R (372)
AVg R R R

v, 1+0,R. R+Ry Ry
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Slika 9.9. Pojacava¢ sa zajednic¢kim gejtom.
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Slika 9.10. Ekvivalentno kolo poja¢avada sa zajedni¢kim gejtom.

Pojacanje pojatavaca sa zgjednic¢kim drejnom odredeno je vrednostima otpornosti u kolu
sorsai drejna. Napon naizlazu i pobudni napon su u fazi.
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10 Slozena pojacavacka kola

Redlizacija osnovnih pojacavackih kola sa jednim tranzistorom ima prakticnu primenu
kod redlizacije sa diskretnim tranzistorima, kao i za razumevanje rada osnovnih elektronskih
sklopova. Diskretni pojacavaci ¢esto zahtevaju komponente sa uskim tolerancijama koje su
veoma skupe. U integrisanoj tehnologiji na raspolaganju je veliki broj tranzistorai uticgj raznih
promena, ukljucujuéi i uticaj tolerancija vrednosti elemenata, ili uticaj temperaturnih promena,
moZe se realizovati sloZzenim kolima sa tranzistorimai diodama. Cena integrisanih komponenti
(na primer pojatavackih stepena sa ogromnim pojatanjem, velikom ulaznom otpornoXu i
malom izlaznom otpornodéu) je viSestruko manja od diskretnih komponenti (na primer
pojacavadi sa jednim tranzistorom, otpornicima sa uskim tolerancijamai malom promenom na
varijacije temperature okoline, kondenzatori sa uskim tolerancijama).

Uloga sloZenih pojacavackih kola jeste da realizuje visokokvalitetne pojacavace, di sa
cenom koja je znacajno niZa od diskretne redlizacije. Pojava programabilnih analognih kola
omogucava da se pojedini parametri pojacavata mogu menjati preko digitalnog kontrolnog
ulaza, tako da se promena konfiguracije pojacavaca ili promena parametara analogne
komponente moze menjati koriS¢enjem softvera. Kod diskretnih realizacija, ovakve promene bi
po mogle da zahtevagju da se fizi¢ki raskidaju neke veze, na primer upotrebom lemilice, &to
zahteva skupo odrZzavanje.

Savremene analogne komponente zahtevaju da se izvrS autokalibracija, ili podeSavanja
promenom vrednosti otpornosti, ako se udovi rada znatgno promene (used promene
temperature, vlaznosti vazduha, starenja komponenti, elektrohemijskih procesa tokom
eksploatacije). Neka aktivna kola zahtevaju da se tokom eksploatacije uredaja vrse
podeSavanja, tako da se u duZzem vremenskom periodu i pod razli¢itim uslovima rada uvek
dobijaispravan rad u zadatim granicama.

U ovom poglavlju bi¢e izneti osnovni nedostaci jednostavnih pojagavackih kolai kako se
reSavaju neki od ovih nedostataka. Osnovni nedostaci su nedovoljno pojacanje, prevelike ili
premale vrednosti otpornosti i kapacitivnosti, preveliki uticaj radnog ambijenta na nominalne
vrednosti pojacavaca.

Naponska pojatanja pojacavackih kola sa jednim tranzistorom, kao $to su pojatavadi sa
zajedni¢kim emitorom ili sorsom, zavise od parametra tranzistora (na primer transkonduktanse)
i otpornosti otpornika u kolu kolektora ili drejna. Da bi se ostvarilo &o je moguce vece
naponsko pojatanje, potrebno je da otpornost bude $to je moguce veca. Prevelike otpornosti
mogu imati negativan uticaj narad pojacavackog kola, na primer mogu uzrokovati smanjenje
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transkonduktanse, a time se onemogucava preveliko pojacanje. lako se pojatavatem sa
zajednickim emitorom moZe realizovati vece pojacanje nego sa zajedni¢kim sorsom, pojatanje
pojatavata sa jednim tranzistorom ¢esto nije dovoljno da zadovolji potrebe primene
pojacavata. Umesto jednog pojacavaca moZe se realizovati vise kaskadno vezanih pojacavacai
ostvariti znatgino pojacanje. Medutim, preveliko pojacanje moZe prouzrokovati da pojacan
signal bude izobli¢en u odnosu na ulazni. Utica) generisanja Suma u aktivnim komponentama
moZze dovesti do prevelikog poja¢anja Suma u odnosu na korisni pobudni signal, zbog ¢ega je
efekat pojacanja smetnji i Sumavedi od pojatanja korisnog signala.

U integrisanoj tehnologiji nije pogodno da se koriste klasiéni otpornici, a neke tehnologije
zahtevaju previSe prostora na substratu za realizaciju otpornika. Umesto realizacije otpornika
sa velikom otporno&tu, nekada je pogodnije realizovati isti efekat kombinacijom aktivnih i
prekidackih sklopova.

Trec¢i nedostatak kod opisanih konfiguracija sa jednim tranzistorom je tg) da zahtevaju
upotrebu kondenzatora koji treba da obezbede ispravnu polarizaciju jednosmernim izvorima i
sprece medusobni uticg) jednosmernih izvora na promenljive izvore, ili promenljivih izvora na
napgjanje. Ova efekat posebno dolazi do izrazaja kod sprega jednog pojacavackog stepena sa
narednim pojacavackim stepenom. Kondenzatori se koriste da se ne bi poremetila radna tacka
tranzistora prikljucivanjem pobude ili narednog stepena. Takvi kondenzatori naj¢esce treba da
imaju veliku kapacitivnost da ne bi oslabili signale na niskim ucestanostima. U realizacijama sa
diskretnim komponentama, ovi kondenzatori ne predstavljgju problem, osim &o znatano
povecavaju dimenzije uredaja. Kondenzatore velikog kapaciteta nije moguce realizovati na u
integrisanoj tehnologiji jer bi zauzimali veli prostor. Umesto koriS¢enja kondenzatora, ispravna
polarizacija tranzistora se postiZe raznim drugim tehnikama za postavljanje radne tacke.

Da bi se odrZala niska cena proizvodnje pojatavaca, a otklonili navedeni nedostaci,
razvijena su nova kola koja treba da imaju veliko pojatanje uz istovremeno malo zauzece
povrSine integrisanih kola. lako je proizvodnja integrisanih kola jeftinija, ako se sve
komponente realizuju sa samo jednom vrstom tranzistora, ili jednim tehnoloskim postupkom,
postoje i proizvodati koji kombinuju viSe tehnologija izrade tranzistora u cilju postizanja
kvalitetnijih reSenja. Najrasprostranjeniji su tehnolodki postupci izrade tranzistorskih
pojatavata u integrisanoj tehnologiji oni koji sadrze samo MOS tranzistore. Zato sei otpornici
realizuju sa tranzistorima. Time se obezbeduje velika dinami¢ka otpornost, uz istovremeno
zadrzavanje ispravne polarizacije tranzistora, kako bi se obezbedilo da tranzistor radi u
linearnoj oblasti.

10.1 Strujni izvori

Da bi se realizovalo veliko naponsko pojacanje potrebno je da se koriste otpornici
velike otpornosti ili veoma visoki jednosmerni naponski izvori. Ako se prisetimo dela o
idealnim strujnim izvorima, znamo da strujni izvori imaju veoma veliku, skoro beskonacnu
unutraSnju otpornost. Stoga je od velikog interesa da se koriste strujni izvori za polarizaciju
radne tacke, ai da se istovremeno izbegne potreba za veoma visokim jednosmernim izvorima.

Ovakvu vrstu strujnih izvora koriste pojacavaci u integrisanoj tehnologiji. Jednostavna
realizacija strujnog izvorailustrovanaje nasdlici 10.1.
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Slika 10.1. Strujni izvor sa NM OS tranzistorom.

Tranzistor T, ima kratko spojene drejn i gejtom. Ovime je obezbedeno da tranzistor
sigurno radi u reZimu zasi¢enja zato $to je Vps=Ves>VesVi. Strujakroz tranzistor T, (referentna
struja) odredena je otpornod¢u R (zavisi i od strujno naponskih karakteristika MOS tranzistora;
zaisti postupak izrade napon Vp, jeisti zaistu struju drejna):

Vo -V,
e =222 (373)

Jednosmerna struja ne moze da tece kroz gejt, zbog ¢ega je po prvom Kirhofovom
zakonu struja drejna jednaka referentnoj struji:

l o1 = rer (374)
Na osnovu relacije za struju drejna u funkciji naponaizmedu gejtai sorsa:
W,
o =K, EI(VGS -V,)? (375)

moZe se odrediti napon izmedu gejtai sorsa:

1
(VGS _V1 )2 =1 REF k_% (376)
n 1

Tranzistor T, imaisti napon izmedu gejtai sorakao i T,; izborom radne tacke tako datranzistor
T, bude u zasi¢enju, dobija se jednacina zaizlaznu struju:

W,
lp=1lp,= knL_z(VGs _Vt)2 (377)
2

Zamenom vrednosti naponaizmedu gejtai sorsaza T,, dobija se:
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W,
T (379
Koli¢nik izlazne struje I i referentne struje naziva se strujno pojacanje strujnog izvora:
o WL (379)
IREF I‘2 Vvl

Ako je geometrija (duzina i Sirina tranzistora) ista, tada je izlazna struja jednaka
referentnoj. Zbog toga se ovo kolo naziva strujno ogledalo.

Naravno, izborom drugatije geometrije, izlazna struja je odredena referentnom
strujom i odnosom duzinai Sirina ovadvatranzistora.

Ako tranzistor T, radi u zasi¢enju, njegova izlazna struja ne zavisi od otpornosti u
kolu drejna T,, ato znati da T, imaveliku izlaznu otpornost. Da bi T, radio u rezimu zasi¢enja,
napon ha njegovom drejnu ne sme da bude manji od sledece vrednosti:

Vo2 2 Ves =V (380)

Kako je referentna struja odredena otpornoSéu R i naponom izmedu gejta i sorsa, a
kako nema proticanje jednosmerne struje kroz gejt, paralelnim vezivanjem drugih tranzistora

na gejt T,, mogu se dobiti strujni izvori i za druga kola, na primer za Ts, kao Sto je ilustrovano
nasdlici 10.2.

Koris&tenjem PMOS tranzistora moZe se realizovati izlazna struja suprotnog smera,
kao &to je pokazano nadlici 10.2. zastruju Is.
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Slika 10.2. Strujni izvori saNMOSi PMOS tranzistorima.

Zakolo nadlici 10.2. mogu se napisati relacije koje odreduju sve struje:

oW L
2 REF L, W,
W,
3= REFTgwi (381)
3 1
=1,
W, L, L, LW,
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Preko ¢vorova za koje su vezani drejnovi tranzistora T, i Ts, strujni izvori (1,1 1s) se
povezuju sa drugim delovima el ektri¢nog kola.

10.2 Pojacéavaé€ sa dinami€kim optereéenjem

Strujni izvori mogu se korisno upotrebiti za realizaciju pojatavaca sa velikim
pojatanjem umesto koriStenja otpornika velike otpornosti. Strujni izvori dgju konstantnu
jednosmernu struju koja se koristi za podeSavanje radne tacke tranzistora. Takode, strujni
izvori imagju veliku izlaznu otpornost (teorijski beskonatnu), &to ostatak kola vidi kao veliku
otpornost, u sluégjevima kada se koristi umesto potroSaéa. Ako je tranzistor koji treba da
ostvari pojacanje NMOS tipa, na primer T, tada struja strujnog izvora moZe da dobije iz
tranzistora PMOS tipa (T,), kao &to jeilustrovano nadlici 10.3. Tranzistor koji realizuje strujno
ogledalo kod koga su drejn i gejt kratko spojeni je takode PMOS tipa (Ts).

Ovakvo kolo pojatavata sa zgjednickim sorsom koje koristi strujni izvor kao dinamicko
opterecenje, prikazano je nadici 10.3.
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Slika 10.3. Pojacava¢ sa zajedni¢kim sorsom i dinamiékim opter eéenjem.

Zanaponsko pojacanje je vet izveden izraz za pojacanje kada je analiziran upro&teni
model pojacavata sa zajednickim sorsom:

A ~==0,Ry (382)

Kako je otpornost idealnog strujnog izvora beskonatna, tada je i haponsko pojatanje
beskona¢no. Realan strujni izvor imakonaénu otpornost vezanu u paralelu saidealnim strujnim
izvorom. To znati da u modelu za male signale, izmedu dregjna i sorsa tranzistora T; postoji
jedna konatna ali velika otpornost rps;, a takode postoji otpornost i izmedu drejna tranzistora
T, i napagjanja velika otpornost rps;. Kako se u analizi za male signale izvori jednosmernog
napona kratko spajaju sa masom, to su ove dve otpornosti paralelno vezane.
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\Y) / W,
A = =0 (rps I Tps2) = -——= kn_l (383)
v l REF Ll

U prethodnom izrazu kori&¢en je napon V, koji odreduje nagib strujno naponske
karakteristike (struja dregjna u funkciji napona izmedu drejna i sorsa je skoro horizontalna
prava). Tipi¢cne vrednosti napona Va su izmedu 30V i 200V. Ovakvo kolo sa aktivnim
opterecenjem obezbeduje naponsko pojatanje od 20 do 100.

Sli¢an postupak se moze koristiti i kod pojacavaca sa zajednickim gejtom ili drejnom.

10.3 Diferencijalni poja€avaé

U dosadadnjim razmatranjima uvek su analizirani primeri kod kojih je jedan prikljucak
pobudnog izvora bio povezan namasu. U praks se ¢esto dogada da ni jedan od prikljucaka sa
kojih se uzima napon da bi bio pojatan nije vezan za masu. Napon na nekom elementu, ili
napon izmedu hilo koja dva ¢vora od kojih ni jedan nije povezan na masu, jednak je razlici
potencijalaizmedu dva ¢vora, ili izmedu dva prikljucka nekog elementa.

lako se svaki napon nekog ¢vora u odnosu ha masu moZe posebno pojacati, a kasnije
realizovati razlika dva pojatana napona, pojatavanjem Kkorisnog signala se istovremeno
pojacavaju i neZeljeni signali kao na primer Sum, koje nije lako otkloniti nakon nezavisnih
pojacanja.

Dabi se &to viSe pojatao signal koji je nastao izmedu dva ¢vora (pri ¢emu ni jedan od
¢vorova nije povezan na masu), koristi se posebno kolo koje je nazvano diferencijani
pojatavas.

Postoji veliki broj razlicitih realizacija diferencijalnog pojacavata. Neki od
jednostavnijih primera su sa dva tranzistora, dva otpornika i strujnim izvorom. U sloZenijim

verzijama, da bi se ostvarile bolje karakteristike, otpornici koji treba da imaju veliku vrednost
zamenjeni su strujnim izvorima.

10.3.1 Diferencijalni poja€avac sa bipolarnim tranzistorima

Najjednostavnije kolo diferencijalnog pojatavaca sa bipolarnim tranzistorima prikazano
jenadlici 10.4.
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Slika 10.4. Osnovno kolo diferencijalnog pojacavaca sa bipolarnim tranzistorima.

Zakolo nadlici 10.4, emitori obatranzistora su kratko spojenai nanjimaje isti napon
|g. Sada se mogu hapisati jednacine za emitorske struje za oba tranzistora:

i (Ve1—Ve)/Vr
I El I ESe

i — (Va2
IE2 - IESe

(384)

—Vg)/Vr

|z prethodne jednagine treba da se eliminiSe napon Ve, kako bi dobili zavisnost baznih struja od
pobudnih napona dovedenih na baze tranzistora:

| ESe(VerE)/VT

— — e(VBl_VBZ)/VT (385)

| Ese(VBQ*VE)/VT

=8
iE2
Zbir ove dve emitorske struje po prvom Kirhofovom zakonu jednak je struji strujnog izvora:
| =ig, +ig, (386)
Iz prethodne dve jednacine mogu da se odrede obe emitorske struje. Na primer jedna od
jednatina postaje:
| — iEze(Vm*VBz)/VT + iE2 — iE2(1+ e("al*VBz)/VT ) (387)
Kona¢no se dobija za obe struje:

|
- 1+ e(VBl_VBZ)/VT

I
- 1+ e(VBz*"Bl)/VT

iE2
(388)
iEl
Uvedimo umesto razlike napona na bazama, napon v, izraz za kolektorsku struju u
funkciji emitorske struje, kao i izraz za zbir kolektorskih struja:
Vg = Ve~ Va2
lo,=al
C1 E1 (389)
leo =alg,
le=a(lg +1g) =al
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Ako je razlika napona na bazama veoma mala, tada se mogu dobiti priblizni izrazi za
kolektorske struje oba tranzistora:

(390)

Naponi na kolektorima tranzistora po Omovom zakonu su jednaki proizvodu struja i
otpornosti:
V,
Vor =Vee —aR: 1 — g, 7d
y (391
Voo =Vee —aRc 1 + ng:?d
Jedan deo u prethodnim izrazima je funkcija od razlike napona na bazama, a drugi deo
zavisi od stalnih izvora. Diferencijalno pojacanje po definiciji je pojatanje razlike napona na
bazama (usvqjili smo pretpostavku da je razlika napona veoma mal a):

A =TSt g R (392)
Va
Pojacanje srednje vrednosti definisano je izrazom:
_ VCl _VCZ ~
Ao = Vo FVey 0 (393)
2

|z prethodnog izraza dledi da je u slu¢gju kada je kolo potpuno simetri¢no i kada su
naponi na ulazima jednaki, pojatanje priblizno jednako nuli.

Vrednost izlaznog napona moZe da se iskaze preko pojacanja:

Vg, +V
v, = A (VBl - VBz) + Acu % (394)

10.3.2 Diferencijalni poja€ava€ sa MOS tranzistorima

Diferencijalni pojacava¢ sa MOS tranzistorima moze da se redlizuje naisti natin kao
sa bipolarnim tranzistorima. Na dlici 10.5 prikazan je diferencijalni pojacavaé sa MOS
tranzistorima.

Umesto klasi¢cne redlizacije otpornika u kolu dregina, u integrisanoj tehnici se
primenjuje sloZenija realizacija diferencijalnog pojatavaca koja koristi strujne izvore kao
dinamic¢ka opterecenja kod pojacavackih tranzistora.
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Slika 10.5. Diferencijalni pojacava¢ sa M OS tranzistorima.

Rad kola diferencijalnog pojatavaca sa MOS tranzistorima moZe se objasniti istim
postupkom kao u redlizaciji sa bipolarnim tranzistorima. Promenljivi deo izlazne struje dat je
izrazom:

Vud
2

Struje drejnova svih tranzistora su iste, aistu vrednost imaju i struje sorsova, zato $to
su struje gejtova jednake nuli. Po prvom Kirhofovom zakonu, zbir dve struje drejna T, i T,
jednaka je struji strujnog izvora, zbog ¢ega se struja strujnog izvora podjednako deli na oba
tranzistora.

i=g, (395)

Najpre treba da se izracuna transkonduktansa za male signale. U radnoj tacki, struje
dreginova su:

I, =— (396)

Transkonduktansa se dobija iz poznate struje drejnai napona u radnoj tacki:

|
VGS _Vt

O = (397)

Izmedu drejnova tranzistora T, i T, i mase, u modelu za male signale, nalaze se
otpornosti izmedu dregjnai mase, akoje su paralelno vezane.

Treba uociti da su jednosmerne struje drejnatranzistora T, i T4 iste i idu od napajanja
Vpp do mase, i da je njihov zbir jednak nuli. Struje za male signale se dobijgju kada se, u
modelu za male signale, izvor jednosmernog napona kratko spoji na masu, o znati da su sada
strujni izvori povezani u isti ¢vor. Zato je izlazna struja jednaka zbiru struja drejnova u modelu
zamale signale. Struja za polarizaciju ne prolazi kroz izlazni ¢vor jer je naredni stepen povezan
na gejt tranzistora; zbog toga je jednosmerna struja ka gejtu narednog stepena jednakanuli.

Zbir sruja je zato jednak dvostrukoj vrednosti struje jednog tranzistora, a
ekvivalentna otpornost kroz koju te¢e ova struja jednaka je paralelnoj vezi otpornosti izmedu
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drgina i sorsa (U modelu za male signale, a u radnoj tacki koja je odredena ispravnom
polarizacijom tranzistora):

v, = 2j _os2lbsa (398)

1
rDSZ + rDS4

Ako iz stati¢kih karakteristika MOS tranzistora odredimo ove otpornosti, koje su iste
zaistu vrstu tranzistora, dobija se
\Y
Ios2 =Tpss =Tp = 24 (399)
Napon V, koji odreduje nagib strujno naponske karakteristike (struja drejna u funkciji
napona izmedu drejnai sorsa je skoro horizontalna prava) imatipi¢ne vrednosti izmedu 30V i
200 V. Prethodni izraz pokazuje da otpornost izmedu drejnai sorsa u modelu za male signale
zavis od parametara tranzistora, ai i od struje strujnog generatora (¢ija vrednost moze da se
projektuje po potrebi).

| zlazni napon sada moZe da se odredi slede¢om relacijom:

V. =2ir—D=
2

:irD:ng%er: (400)

V
= OmVud I_A

| zlazni napon za model malih signal postaje:

v =
VGS _\/t

Vg (401)

Naponsko pojacanje je koli¢nik izlaznog i ulaznog diferencijalnog napona:

Va

(402)
VGS - \/t

A=

Naponsko pojacanje koje se ostvaruje sa MOS tranzistorima moze da bude od 20 do 100.

10.4 Operacioni pojacavaé

Projektovanje pojacavaca i drugih elektronskih sklopova postgje veoma sloZeno ako
sadrZi veliki broj tranzistora i otpornika. Trzigte zahteva komponente koje su jeftine, koje se
lako koriste i podeSavaju prema potrebama. Sama cena elektronskih komponenti toliko je mala,
da se u specificnim aplikacijama, koje se ne proizvode u velikim serijama, dominantan deo
cene odreduje rad projektanta i inzenjerakoji projektuju, asembliraju i odrZzavaju uredgje. Kako
slozenost el ektronske komponente ne utice u ve¢oj meri na cenu uredaja, to se pojavila potreba
da se naprave takve komponente koje ne zahtevaju slozene postupke projektovanjai ispitivanja
raznih uticgja, kao $to su nelinearni efekti i uticaj temperature ambijenta u kojima radi
elektronski ureda.
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Jedna od elektronskih komponenti koja se izdvojila kao univerzalni element jeste
operacioni pojacavat. Postoje elementi sli¢ni operacionim pojacavacima koji su nadli veliku
primenu u praksi, ali je razumevanje rada ovih pojacavata dovoljno da bi se razumeo princip
radai drugih elektronskih elemenata.

Sudtina ovih slozenih elektronskih komponenti je u tome da se inZenjeri prvenstveno
bave primenom elektronskih komponenti, i da postupak projektovanja i testiranja rada bude
veoma kratak i pouzdan.

Neki od problema koji su uoceni su da pojacavaci nemaju dovoljno veliko pojacanje i
da pojacanje zavisi od osobina elektronskih komponenti. Da bi se povecalo naponsko
pojacanje, pojacavacki stepeni mogu da se povezuju na red (Koristi se i termin kaskadno
povezivanje). Naponsko pojacanja veceg broja kaskadno vezanih pojatavaca jednako je
proizvodu naponskih pojacanja pojedinacnih. Tako se ostvaruje veoma veliko pojacanje.
Pojacavaci koji imaju veoma veliko naponsko pojacanje nazivaju se operacioni pojacavadi.
Termin operacioni je nastao zato $to se primenom takvog pojacavata mogu realizovati neke
matemati¢ke operacije.

Cesto se koristi termin idealni operacioni pojatavas. Idealni operacioni pojacavas ima
dedete karakteristike: beskonacno veliko naponsko pojacanje, beskonacno velika ulazna
otpornost i veoma malaizlazna otpornost (koja se ¢esto usvaja daje jednaka nuli).

lako u praksi ngj¢es¢e pobudni izvori promenljivog napona imaju jedan kraj vezan na
masu, ¢est je i slucaj da treba pojacati veoma mali napon izmedu dva ¢vora od kojih ni jedan
nije povezan na masu. Radi univerzalnosti ove elektronske komponente, operacioni pojatavac
naj¢eSce ima diferencijalni ulaz, a svakako jedan od ulaza u operacioni pojacavac moze biti
povezan na masu. Za realizaciju diferencijalnog pojatanja, prvi pojacavalki stepen je
diferencijalni pojacavat.

Operacioni pojacava¢i prikazani su na dlici 10.6. Simboli kojima se u eektri¢nim
Semama predstavlja je trougao, pri ¢emu se po nekada oznacavaju i prikljucci za jednosmerno
napajanje.

i r'l_ i
Slika 10.6. Simboli operacionog pojacavaca.

Ni jedan operacioni pojacavac ne moze da radi ako nema napaganje iz jednosmernog
izvora, pre svega zato $to se pojaanje ostvaruje na osnovu energije koja se dobija iz
jednosmernih izvora. Zato prvi simbol ima oznake i jednosmernih izvora za polarizaciju
tranzistora, koji se uobi¢agjeno oznatavaju sa Ve ili Vpp. 1ako ovgl simbol ne sadrzi simbol
mase, podrazumeva se da su jednosmerni izvori povezani sa masom. Cak i u situacijama kada
proizvodaci operacionih pojatavata navode da je za napagjanje dovoljna jedna baterija, treba
voditi rauna da ulazni signali budu takvi da ne dovedu operacioni pojacavat daradi u rezimu
zasi¢enja, &to se manifestuje time da je izlazni signal pojatavaca na potencijalu pozitivnog ili
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negativnog napona napagjanja, na primer da je izlaz jednak +Vcc ili —Vee. U takvoj situaciji
operacioni pojatava¢ ne moze da pojacamali ulazni napon i izlaz ostaje nepromenjen.

U narednom tekstu i primerima primene se pretpostavlja da operacioni pojacavat radi u
linearnom rezimu i da je polarizacija svih tranzistora u njemu ispravna. U takvim slu¢ajevima
nema potrebe da se i dalje vodi raéuna o jednosmernim izvorima, jer ni ne uticu na funkciju
koju realizuju pojacavaci. Zato ¢e se u svim narednim primerima koristiti upros¢en simbol za
operacioni pojacavac koji sadrzi dva ulazna ¢vorai jedan izlazni (podrazumeva se daje izlazni
napon izmedu nacrtanog izlaznog ¢vora i mase). Ulazni napon, koji se dovodi na ulazni
prikljucak oznacen sa +, pojacava se A puta (kod idealnog pojacavaca smatra se da je A
beskona¢no veliko), a ulazni napon koji se dovodi na ulazni priklju¢ak oznaten sa—, pojatava
se—A puta.

Ako je jedan od ulaznih krajeva operacionog pojatavaca vezan ha masu, a na drugi kraj
se dovede mali jednosmerni napon, tada ¢e on biti beskonagno pojacan, ali to ne znadi da se
moZe dobiti beskonacno velika vrednost napona na izlazu. Najveca vrednost napona na izlazu
jednaka je naponu napgjanja +Vcc (kada se na + ulaz dovede mali pozitivni napon ili kada se
na — ulaz dovede mali negativan napon), a ngjmanja je —Vcc (kada se na — ulaz dovede mali
pozitivni napon ili kada se na+ ulaz dovede mali negativan napon).

Daidealni operacioni pojacavac ne bi bio u zasi¢enju, ato znaci daizlazni napon ne bi
bio +Vcc ili =Vec, napon izmedu ulaznih krajeva mora biti jednak nuli. Kako je ulazna
otpornost beskona¢no velika, bez obzira koliki je napon izmedu ulaznih krajeva, ulazna struja
jejednakanuli.

Ova osobina je od posebnog znataja za operacione pojatavate jer omogucava
jednostavno projektovanje. Na primer, ako je jedan od ulaznih krgjeva na nuli, tada je i drugi
krgj nanuli (dane bi bio u zasi¢enju i dabi radio u linearnom reZzimu). To ne zn&’i da su ulazni
krajevi kratko spojeni (jer je izmedu njih beskonacno velika otpornost). Ulazni prikljucak koji
nije direktno vezan na masu a nalazi se na potencijalu mase (napon je i na njemu jednak nuli)
naziva se virtuelna masa.

Realni operacioni pojacavaci nemaju beskonacno pojacanje, to znati da moZe postojati
i mali napon izmedu ulaznih priklju¢aka U nekim situacijama je neophodno da se
projektovanje uradi sa realnim operacionim pojacavacem, a konacne vrednosti se dobijaju
nalaZzenjem limesa, kada pojacanje teZi beskonacnosti (jednostavnije je da se u izrazima koristi
reciprocna vrednost pojacanja, $to dozvoljava da se umesto limesa kada poja&anje tezi
beskonatno velikoj vrednosti, recipro¢na vrednost pojatanja zameni nulom u konatnoj
relaciji).

10.5 Primene operacionog pojacavacéa

Operacioni pojacavac je nag¢edte koristena integrisana komponenta u analognoj
elektronici. Operacionim pojacavacem mogu da se reaizuju aritmeticke operacije, a postoje i
kola kojarade kao integratori i diferencijatori.

10.5.1 Invertorski pojacavaé

Najjednostavniji pojacavac koji zahteva koriS¢enje dva otpornika i jedan operacioni
pojatava prikazan jenadlici 10.7.
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Slika 10.7. Invertor ski pojacavac.

Dabi pojacavat radio u linearnom reZzimu rada, a kako je + priklju¢ak vezan na masu,
to i — prikljucak ima potencijal mase (napon mase je 0V). Struja kroz otpornik R, odredena je
Omovim zakonom, kao koli¢nik napona na otporniku i otpornosti otpornika:

i, = o (403)

Struja ne moZe da tece u pojatavac preko — prikljucka, zato &to je ulazna otpornost
pojacavaca beskonacho velika; na osnovu prvog Kirhofovog zakona struja jedino mozZe da tece
kroz otpornik ¢ija je otpornost R,. 1zlazni napon moZe da se odredi po drugom Kirhofovom
zakonu i on je jednak negativnoj vrednosti struje kroz otpornik R; (izlazni napon se zatvara u
petlji preko napona na R; i virtuelne mase negativnog prikljucka operacionog pojacavaca do
mase nakoju je vezan drugi kraj izlaznog napona) i daje izlazni napon:

W=—%h=“%MJ (404)

Znak minus u poja¢anju je posledica smera struje ka izlaznom prikljucku.

Naponsko pojacanje se dobija kao koli¢nik izlaznog i ulaznog napona:

MR
AR (405)

Naponsko pojacanje je negativno i odredeno je odnosom dve otpornosti. Zahvaljujudi
tome &o se vrednosti otpornosti mogu precizno realizovati u uskim tolerancijama i naponsko
pojacanje moZe biti veoma precizno realizovano. Tolerancije otpornosti su tipicho od 1% do
10%, ali mogu biti i manje od 0,1%. Tolerancije transkonduktansi aktivnih komponenti mogu
biti oko 30%.

Zbog toga $to je naponsko pojacanje negativno, izlazni napon ¢e imati suprotan znak
u odnosu na ulazni napon, $to je razlog da se ovo kolo naziva invertorski pojatavas. Kada je
pobuda sinusoidalni napon, izlazni napon je takode sinusoidalan napon, ai fazno pomeren za
180° u odnosu na ulazni napon.

Treba uociti da je ulazna otpornost invertorskog pojacavaca jednaka otpornosti R;.
Zato 3o se otpornost izvora i ulazna otpornost R; ponasgju kao razdelnik napona, dobija se
manje pojaéanje za slu¢g realnog generatora promenljivog ulaznog napona. Da bi se umanjio
uticaj otpornosti izvora na pojacanje, potrebno je daje R; znatno vece od otpornost izvora.
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lako se kolo sa slike 10.7 naziva pojacavat, treba zapaziti da je amplituda izlaznog
napona manja od amplitude ulaznog napona ako je R, vece od R,. Kada su obe otpornosti iste,
Ri=Ry, pojacanjeimavrednost 1.

Za integrisanu tehnologiju je vaZzno napomenuti da apsolutne vrednosti mogu imati
velike tolerancije, na primer reda 30%. Medutim, relativna greska moze biti manja od 0,1%,
&to znai da je pojacanje veoma precizno ako se otpornici realizuju i integrisanoj tehnologiji
(na primer ako je vrednost jedne otpornosti veca za 20%, tada je i vrednost druge otpornosti
vecaza 20%, dli je koli¢nik sagreSkom manjom od 0,1%).

10.5.2 Neinvertorski pojaéavaé

Pojacavat koji realizuje pozitivho pojacanje naziva se neinvertorski pojacavac.
Readlizacija sajednim operacionim pojacavatem i dva otpornika prikazanaje nadlici 10.8.

Slika 10.8. Neinvertor ski pojacavac.

Ulazni napon, koji treba da se pojaca, dovodi se na pozitivan prikljucak operacionog
pojatavata. Obzirom da ulazni prikljuc¢ak ima beskonatnu ulaznu otpornost, struja ulaznog
izvorajejednakanuli, a napon naprikljucku jeisti kao i ong koji daje naponski izvor.

Da bi operacioni pojatavat radio u linearnom reZzimu rada, napon izmedu njegovih
ulaznih priklju¢aka mora da bude jednak nuli. U ovom slu¢aju na oba prikljucka postoji napon
jednak pobudnom izvoru, zbog ¢ega ulazni prikljucci nisu natakozvanoj virtuelnoj masi.

Otpornik ¢ija je otpornost R; jednim krgiem je povezan na masu, a na drugom
priklju¢ku je napon ulaznog izvora. Struja se dobija Omovim zakonom (za usvojene smerove
strujai polaritet napona dobija se daje struja negativna):

= (406)

Struja i; po prvom Kirhofovom zakonu mora da bude jednaka struji i,, zato Sto je
strujakojaulazi u—ulazni kraj pojacavacajednaka nuli (zbog beskonacne ulazne otpornosti)

. v,
I, = _ﬁ (407)
Po drugom Kirhofovom zakonu se dobija relacija koja sadrzi izlazni napon:
. v, R,
v, =—Rji +vu=R2—“+vu=vu(l+—] (408)
i R R

Naponsko pojacanje se dobija kao koli¢nik izlaznog i ulaznog napona:
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Vi . R
A_Vu_l+R1 (409)

Naponsko pojacanje je pozitivno i vece od jedinice. Ako treba da se ostvari pojacanje
manje od 1, tada se na pozitivan priklju¢ak dovede ulazni napon preko razdel nika napona.

U dlu¢gju sinusoidalne pobude, neinvertuju¢i pojacavat ne obrée fazu, Sto je razlog za
naziv ovog kola.

VaZna karakteristika ovog pojacavata jeste da je ulazna otpornost ovog kola veoma
velika.

10.5.3 Jediniéni pojacavac

Najjednostavniji pojacavad je jedini¢ni pojatava koji ne zahteva ni jednu drugu
komponentu osim operacionog pojacavata.

Jedini¢ni pojacavad je specijalni dlucg neinvertorskog pojacavaca. Ako se raskine
kolo gde je Ry, tada je pojacanje jednako jedinici. Obzirom da kroz R, ne tece struja, ova
otpornost moze da bude jednaka nuli, R,=0, odnosno otpornik R, moze da bude kratko spojen.

Jedini¢ni pojacavac je prikazan na dlici 10.9. Jedinicni pojacavac¢ ima najvecu
primenu kao razdvojni stepen (bafer). Osim &o ima jedini¢no pojacanje, jediniéni pojacavaé
ima veliku ulaznu otpornost i malu izlaznu otpornost. Time se potpuno eliminiSe uticg
prethodnog kola na naredno, i narednog kola na prethodno.

Slika 10.9. Jediniéni pojacavad.

lako se — ulaz pojacavata moZze kratko spojiti saizlazom, nista se ne¢e promeniti, ako
je umesto kratkog spoja ipak neka otpornost. Obzirom da je struja jednaka nuli, napon izmedu
izlazai — ulaza je takode jednak nuli ¢ak i kada je povezan neki otpornik.

10.5.4 Kolo za sabiranje

Kolo za sabiranje koje se naj¢esce koristi bazirano je na invertorskom pojacavacu i
prikazano je naglici 10.10.
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Slika 10.10. Kolo za sabiranje.

Kolo za sabiranje mora da ima veci broj ulaznih prikljucaka, po jedan za svaki napon
koji treba da se pojavi u zbiru na izlazu. Kako je kod invertorskog pojacavaca jedan krgj
otpornika preko koga se vr§ sabiranje povezan na virtuelnu masu, to znati da vedi broj
prikljuc¢aka nece imati uticajanarad drugih ulaznih signala.

Zakolo saslike 10.10 mogu da se napisu struje kroz otpornike na ulaznoj strani:

j =Y
R
i, = Yuz
R, (410)
Ve
"R

Svaka od ulaznih struja odredena je iskljucivo naponom koji je doveden na prikljucni
kraj otpornikai vrednoS¢u otpornika.

Na osnovu prvog Kirhofovog zakona za ¢vor kod — prikljucka operacionog
pojacavaca, dobija se da struja koja kroz otpornik Ry ide do izlaza operacionog pojacavaca
mora da bude jednaka zbiru svih ovih struja:

=i i, oot = Mz Vi (411)

R R R,

Na osnovu drugog Kirhofovog zakona, napon naizlazu je jednak naponu na otporniku
R jer jedrugi krgj ovog otpornika na masi:

. , R R Ry
vi=R,(|1+|2+~~+|n)=—Evu1——vu2—~~——v (412)

R,

AKko svi ulazni otpornici imaju istu vrednost, na primer R, tada se svi naponi sabirgju i
mnoZe sa konstantom:

Rf
Vi :_?(Vul—’—vuz +'“+Vun) (413)
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Kada i otpornik koji je povezan na izlaz operacionog pojatavata ima istu vrednost
kao ulazni otpornici, tada je izlazni napon jednak zbiru ulaznih napona, ali sa negativnim
predznakom:

Vi = _(Vul tVyp +ooF Vun) (414)

Matematicki zapisan izraz preko sume daje kompaktniju formu:
Vi = _z Viik (415)
k=1

Analiza kola moze da se uradi i bez postavljanja jednatina. Struje kroz ulazne grane
su odredene iskljucivo ulaznim naponima i otpornoS¢u otpornika kroz koji teku, jer su drugi
krgjevi povezani navirtuelnu masu. Struje ne mogu daidu od virtuelne mase ka nekom drugom
ulaznom izvoru zato o su sve struje odredene svojim ulaznim naponima. Stoga struje mogu
daidu samo kroz otpornik koji je povezan naizlaz operacionog pojaavaca.

lako je najjednostavnije kolo sa identi¢nim otpornicima, u praksi se ¢esto koriste i
razli¢ite vrednosti otpornosti, gde koli¢nik otpornosti R i ulaznih otpornosti ima zadatak da
realizuje razlicite teZinske faktore (na primer kod ana ogno-digitalnog konvertora).

10.5.5 Kolo za integraljenje

Kola sa operacionim pojatavacima mogu da sadrze i druge elemente a ne samo
otpornike, na primer mogu da sadrze i kondenzatore i kalemove. Umesto jednostavnih
elemenata, mogu da se koriste i slozenija kola sastavljena od razli¢itih kombinacija pasivnih
elemenata. U integrisanoj tehnologiji, kondenzatori mogu jednostavno da se redlizuju na
silicijumskoj plogcici, ai je realizacija kalemovatoliko komplikovana da se prakti¢no ne koriste
u uredajimakoji rade na niskim ucestanostima (u¢estanosti govornog podrugja).

Jedan primer ¢estog koris¢enja jeste kolo zaintegraljenje, akojeje ilustrovano nadlici
10.11.

Slika 10.11. Kolo zaintegraljenje.

Kolo je identicno kao i kod invertuju¢eg pojatavasa. Kondenzator se ponasa kao
otvoreno kolo za jednosmerni signal. Zbog toga, za malu vrednost ulaznog signala, izlaz
operacionog pojacavaca veoma brzo moZze da dode u zasicenje, i na izlazu operacionog
pojacavaca bi bila vrednost pozitivnog ili negativnog napagjanja. Zbog toga, srednja vrednost
ulaznog signala mora da bude jednaka nuli, da tranzistor ne bi uSao u rezim zasi¢enja.

Ulazna struja je odredena ulaznim naponom i otpornos¢u ulaznog otpornika:
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i ()= V“F(;) (416)

U ovim izrazima se oznaava da su naponi i struje promenljive, jer za jednosmernu
komponentu ulaznog napona ovo kolo ne bi radilo u linearnom reZimu.

Ulazna struja protice kroz kondenzator zato $to je ulazna otpornost operacionog
pojacavata veoma velika. Struja ide kroz kondenzator i zatvara se ka masi preko izlaznog
prikljucka operacionog pojacavaca:

=i, = (417)
R
Napon na kondenzatoru je odreden diferencijalnom relacijom koja povezuje struju
kroz kondenzator i napon na kondenzatoru:

ic(t)= CM (418)
dt
Izjednacavanjem desnih strana prethodna dva izraza, i integrajenjem obe strane,
dobijase:

Ve 1) :R—lc }vu () dt (419)

Prethodni izraz taéno opisuje napon na krajevima kondenzatora, ako se posmatra
striktno matematicki, ali prakti¢no nije moguce integraliti signale jer vrednosti pre veoma dugo
vremena nisu poznate. Kod analize promenljivih struja, pretpostavi se da je poznata vrednost
napona na kondenzatoru u jednom trenutku, tako da se integraljenje vr§ od tog trenutka. Sada
Se izraz za napon moZe napisati u slede¢em obliku:

1 t
Ve (V) = Ve t) + == [v Ot (420)

t=t,

Trenutak to moZzemo da izaberemo kako je ngprikladnije da se mogu izratunati
vrednosti naponau kolu.

Polaritet napona na kondenzatoru je usvojen tako da je viSi potencijal na virtuelnoj
masi, zbog ¢ega je izlazni napon jednak negativnoj vrednosti napona na kondenzatoru:

V(0= Ve = Vet [y, (421)

t=t,

Iz prethodnog izraza proizilazi da je izlazni napon srazmeran integralu ulaznog
napona. Zato se ovo kolo naziva kolo za integraljenje, a zbog znaka minus se naziva
invertujudi integrator. U stru¢noj literaturi se koristi i naziv Milerov integrator.

U praksi se sa ovakvim integratorom povezuju prekidaci koji u jednom vremenskom
intervalu kratko spajaju krajeve kondenzatora preko kojih se on isprazni. Nakon raskidanja
kratkog spoja, akumulirani napon na kondenzatoru je jedna nuli, tako da je izlazni napon
srazmeran samo integralu ulaznog napona. Takode, prekidacima se periodiéno kratko spajaju
krajevi kondenzatora, ¢ime se sprecava daizlazni napon dostigne vrednost napona napajanja, i
ude u zasi¢enje.
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Kada se analiziraju naizmeniéni naponi i struje, gde se pretpostavlja da svi naponi i
struje imaju istu ucestanost, tada je jednostavnije da se koristi fazorski racun. U ovim
slu¢gjevima se kaZe da se analiza radi u frekvencijskom domenu, a radi opStosti se koristi
simboli¢ka vrednost za uc¢estanost f, ili kruZzna u¢estanost . Stvarne vrednosti se dobijgju kada
se zamene brojne vrednosti, a na osnovu fazorskog predstavljanja, uvek se moze preci u
vremenski domen i tada se mogu napisati izrazu preko sinusoidalnih funkcija.

Svi izrazi koji dlede identicni su sa izrazima kao sa promenljivim strujama u
vremenskom domenu, osim $to se sada koristi fazorsko predstavljanje, koje sadrZi informaciju
o amplitudi (ili o efektivnoj vrednosti) i fazi, a sve velicine (naponi, struje) se predstavljaju
kompleksnim brojevima. Ulazna struja zavisi od ulaznog naponai ulazne otpornosti:

|, = (422)

U ovoj andizi ne treba da se vodi ratuna o jednosmernoj komponenti, zato $to se
pretpostavlja da kolo radi u linearnom reZzimu rada (inace ova analiza ne vaZi ako postoje
nelinearni efekti).

Ulazna struja proti¢e kroz kondenzator, zato 3to je ulazna impedansa operacionog
pojatavata veoma velika. Struja ide kroz kondenzator i zatvara se ka masi preko izlaznog
prikljucka operacionog pojacavaca:

lc=1,= F“ (423)
Dabi se odredio napon na kondenzatoru, koristi se izraz zaimpedansu kondenzatora:
1
Z.=—— 424
© = J0C (424)
VC=ZCIC=Z—CV _ 1 V =—jivu (425)

R ' joRC “ ®oRC

Treba se podsetiti da su naponi i struje fazori i da se uvek mogu predstaviti u
vremenskom domenu preko sinusoidalnih funkcija, gde se amplitudai faza sinusoide odreduju
iz fazorske predstave. Impedanse i admitanse su konstante (posmatrajuci po vremenu) i to su
kompleksni brojevi koji uti¢u na amplitude i faze naponai struja, ai se ne mogu predstaviti u
vremenskom domenu preko sinusoidalnih funkcija.

Polaritet napona na kondenzatoru je usvojen tako da je vidi potencijal na virtuelnoj
masi, i zbog toga je izlazni napon jednak negativnoj vrednosti napona na kondenzatoru:

o1
V. =-V.=j—V 426
i C IOJRC u ( )
Na osnovu prethodnog izraza se moze zakljuciti da idealni integrator unosi fazni
pomeraj od 90°.
10.5.6 Kolo za diferenciranje

Jos jedan primer jednostavnog kola sa operacionim pojacavatimadat je nadlici 10.12.
Ovakvo kolo se nazivakolo za diferenciranje.
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Slika 10.12. Kolo za diferenciranje.
Osnovaovog kolajeinvertorski pojacavac.

Ulazna struja ide kroz kondenzator od ulaznog napona do virtuelne mase. Napon na
kondenzatoru je odreden diferencijalnom relacijom koja povezuje struju kroz kondenzator i
napon na kondenzatoru (u ovom slu¢aju napon na kondenzatoru je jednak ulaznom naponu, a
struja kroz kondenzator je istovremeno i ulazna struja):

dv, (t)
dt

Ulazna struja dolazi do ¢vora koji je na virtuelnoj masi, a zatim tece kroz otpornik R
(zato %o je ulazna otpornost idealnog operacionog pojacavata beskonagno velika).

dv, (t)
dt

Ovde treba uotiti da kroz kondenzator ne moZe da tece jednosmerna struja, $to znaci
da ako je ulazni napon jednosmeran, tada se kondenzator ponaSa kao otvorena veza. Ostatak
kola se ponaSa kao jedini¢ni pojacava¢ kod koga je na + ulazu dovedena masa (0 V), zbog ¢ega
je i izlazni napon jednak nuli. Kod ovakvog kola ne moZe do¢i do zasi¢enja operacionog
pojacavaca, ako je promenljiv ulazni napon jednak nuli.

i,(t)=C—— (427)

() =i, (t) =Cc— (428)

Napon na otporniku R se dobija kori&¢enjem Omovog zakona kao proizvod struje kroz
otpornik i otpornost R:

() = Rig(0) = RC )

(429)
Izlazni napon je jednak negativnoj vrednosti napona na otporniku, zato Sto je usvojen
smer struje kroz otpornik R od virtuelne mase kaizlazu operacionog pojacavaca
dv, (t)
dt

Izlazni napon srazmeran je prvom izvodu ulaznog napona. Zbog toga se ovo kolo
naziva kolo za diferenciranje, a zbog znaka minus naziva se invertujuci diferencijator.

U, (t) = -ug(t) =—-RC—— (430)

Isto kolo mozZe se posmatrati i u frekvencijskom domenu, ako je pobuda sinusoidalna.
Fazor ulazne struje dat je koli¢nikom naponai impedanse kondenzatora:

[, == (431)
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Zc= Jmic (432)
|z prethodna dvaizraza se dobija fazor ulazne struje:
I, = joCV, (433)
Struja kroz otpornik ista je kao i ulazna struja (prvi Kirhofov zakon):
lp=1c=joCV, (434)

Fazor izlaznog napona dobija se kao napon na otporniku R, koji je po Omovom
zakonu jednak proizvodu struje kroz otpornik i otpornosti R. Znak minus je posledica toga da
je pozitivan napon na otporniku na virtuelnoj masi, a pozitivan polaritet izlaznog napona je na
izlazu iz operacionog poj&avaca:

V, =-V, =Rl y =—joCRV, (435)

Na osnovu prethodnog izraza se moze zakljuéiti da idealni diferencijator unos fazni
pomeraj od -90°.

ReSavanje kola, a to znadi naazenje izlaznog napona i struje aktivnog kola, za
naizmeni¢cne signale, jednostavnije je primenom fazora, jer nije potrebno da se reSavgu
diferencijalne jednatine da bi se dobio izraz u vremenskom domenu. Nakon dobijanjaizraza u
kompleksnom domenu, prelaskom u vremenski domen se dobija odziv ustaljenog rezima rada
linearnih kola.
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11 Digitalna elektronska kola

Digitalna elektronska kola su naj¢este koristena kola koja se koriste u racunarstvu,
uredgjima za komunikacije, upravljanja i instrumentaciju, kao i u uredajima za domacinstvo.
Razlozi masovne primene su pre svega zbog moguénosti redlizacije vrlo dozenih agoritama u
integrisanoj tehnologiji, pri ¢emu je cena znatajno niza u odnosu na analogna el ektronska kola.
lako danas postoje i analogna programabilna kola, digitalna programabilna kola,
mikroprocesori, mikrokontroleri i procesori signala su stvorili takvo trziste da se i Skolovanje
kadrovau oblasti elektrotehnike uglavnom usmerilo na softversko inzenjerstvo.

Su&tina ovog poglavlja jeste da obezbedi osnovne pojmove iz oblasti digitalne
elektronike, iako ¢e se studenti sa mnogim terminima i srodnim znanjima sresti i u drugim
predmetima, kao $to su osnovi racunarske tehnike.

Da bi se mogao pratiti brzi razvoj elektrotehnike, gde sve viSe postoje usmerenja iz
oblasti programiranja, potrebno je imati osnovno razumevanje funkcionisanja elektri¢nih kola
koja se koriste u digitalnoj elektronici. U ovom poglavlju su date osnovne karakteristike
digitalnih kolai njihovu primenu.

11.1 Analogni i digitalni signali i kola

Anaogni signal je signal koji se kontinualno menja u vremenu i koji ima kontinualno
promenljivu amplitudu (amplituda je trenutna vrednost signalai u tom smislu se razlikuje od
amplitude sinusoidalnog signala). Svi signali koji postoje u prirodi su analogni signali. Sva
kolanaiji se ulaz dovodi analogni signal i naizlazu se takode dobija analogni signal, nazivaju
se analogna kola (na primer to su operacioni pojatavaci, sinusoidalni oscilatori i aktivni filtri).

U teoriji koja se bavi analizom elektri¢nih kola, koristi se matematicki aparat koji ¢esto
koristi signale koji imaju naglu promenu vrednosti u nekom trenutku. lako se to ne deSava sa
realnim signalima, svaka nagla promena je u stvari brza ali kontinualna promena amplitude.
Koris¢enje matematickih funkcija koje imaju naglu promenu vrednosti u pojedinim
vremenskim trenucima znacajno olak3avaju izratunavanje ai ne uti¢e na sustinu i razumevanje
pojava. Precizno izratunavanje nema prakti¢énu svrhu zato $to su sve komponente koje se
koriste sa tolerancijama oko nominalnih, aéesto i greska koja se akumulira pri izratunavanjima
moze da bude znagajno veta od aproksimacija modela koji se koriste u andizi. Signali koji
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mogu da imaju skokovite promene vrednosti, ai su definisani u svakom trenutku, nazivaju se
kontinualni signali (misli se kontinualni po vremenu).

Osnovni nedostatak analognog signala je tgj da kada se neZeljene pojave ugrade u korisni
signal, kao na primer Sum, tada je prakti¢cno nemogucée odstraniti njihov neZeljeni uticyj.
Racunarski i telekomunikacioni sistemi treba da budu robusni i da imau moguénost
regenerisanja originalne informacije, ¢ak i kada signal sadrzi znacajne nezeljene komponente.

Digitalizacija signala po vremenu (vremenski diskretni sistemi) podrazumeva da znamo
vrednosti signala samo u nekim trenucima, ali tako da te vrednosti sadrze sve informacije koje
signal u sebi sadrzi. Ako se dozvoli dai amplituda signaa ima samo diskretne vrednosti iz
odredenog skupa vrednosti, tada se takav signal naziva digitalni. Svi signali koje ¢uvamo u
racunarimaili ih prenosimo preko Interneta su digitalni signali.

Diskretizacijom signala po vremenu i amplitudi unete su greSke u odnosu na originalan
signal. Kako ne postoji nacin da se signal prenese ili ¢uva, a da se korisnom signalu ne doda
greska (na primer 3um kod analognih signala ili Sum usled diskretizacije), ostaje da se kod
projektovanja vodi racuna da diskretizacija ne unese veéu greSku nego Sto bi to bilo sa
analognim signalom. Na primer, digitalizacija televizije obezbeduje mnogo bolji signal i
verniju reprodukciju slike i tona nego klasi¢éni analogni sistemi.

Ovde treba skrenuti paznju da se sinusoidalni signali mogu prenositi i kao diskretni, tako
§&o bi se prenosila informacija o amplitudi, fazi u nekom trenutku (kao u fazorskom
predstavljanju kod naizmeni¢nih struja) i kada je bio trenutak odredivanja pocetne faze. Na
mestu prijema informacije, ova tri diskretna podataka (amplituda, faza i referentni trenutak)
mogu se iskorigtiti da se ponovo generiSe analogni signal. Medutim, informacija ima smisla
samo ako sadrZi nesto $to nije poznato na mestu prijema, nesto o se menja (promena
amplitude ili faze nekog sinusoidalnog signala). Signali sa poznatim osobinama u svakom
trenutku (deterministi¢ki signali, na primer sinusoidalan signal) koji se koristi u ovom i
mnogim drugim stru¢nim knjigama, sluze samo da bi razumeli kako rade elektri¢na kola, ili
kakav signal moZemo da o¢ekujemo namestu prijema.

Ako znamo kako rade elektri¢na kola, razume¢emo bolje kada je vrednost signala takva
da sa velikom verovatnoéom izdvojimo informaciju koja se prenosi. Na primer, iako se za
binarne signale kaze daimaju dve vrednosti, jedan ili nula, tokom prenosa signala, pri prelasku
sa jedne vrednosti na drugu, postoji period vrednosti kada digitalna kola mogu da donesu
pogresnu odluku koja je vrednost primljena. Stoga postoje dve pojave koje su vazne u
digitalnoj elektronici, a to je koji nivoi se sigurno mogu prepoznati kada se prime u nekom
uredaju i koji je trenutak nagjbolji da se donosi odluka o vrednosti primljenog signala.

U analizi koja sledi, najpre ¢e biti analizirane idealne funkcije, a zatim i rad u realnim
uslovima.

11.2 Logi€éke funkcije, Bulova algebra i logi€ka
kola

Binarni digitalni signali se predstavljaju sa dva naponska nivoa u elektricnim kolima,
odnosno dva logicka stanja ako se posmatra matematicki. Ako elektricna kola rade sa
napgjanjem 0 i +5V, tada je uobic¢ajeno da naponu OV odgovara logicko stanje 0, a da je napon
+5V logicka vrednost 1. Ako je napgjanje 3,3V, tada logic¢ka jedinica odgovara ovom naponu
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od 3,3V. Naravno, naponi koji dolaze na logi¢ka digitalna kola mogu da odstupaju od ovih
vrednosti, a proizvodati elektronskih komponenti daju koje su to vrednosti kada ova kola jos
uvek ispravno rade. U telekomunikacijama, logi¢ka nulai jedinica mogu da se predstavljaju sa
dverazli¢ite ucestanosti sinusoidalnog signala.

Operacije koje se izvode sa logickim kolima nazivaju se logicke operacije ili logicke
funkcije. Umesto logicke nulei logicke jedinice, ¢esto se koriste termini kao $to je pogresno za
(0) i ta¢no za (1). Matemati¢ar DZordz Bul dao je veliki doprinos u formulisanju zakona
logickog rasudivanja a uveo je i prekidacku algebru (koja se po njemu naziva Bulova algebru).
Iskazi tacno i pogreSno u Bulovoj algebri se predstavljaju ciframa 0 i 1, koje se joS nazivaju i
logickanulai logicka jedinica.

Tri osnovne operacije u Bulovoj algebri oznatavaju se posebnim simbolima:
e | operacija(engl. AND) oznatava se simbolima”s”, "l ", ”And", "&","&&".
e ILI operecija(engl. OR), ozna¢ava se smbolom "+, "l *,"Or", "|", "|I".

e NE operacija (engl. NOT) ili komplementiranje, oznatava se crticom iznad simbola
promenljive, ili simbolima”+",”=", 1"

| i ILI operacije zahtevaju dve promenljive. NE operacija je unarna i zahteva samo
jednu promenljivu.

11.2.1 | kolo za realizaciju logiékog mnozZenja

Posmatrajmo dve logicke promenljive A i B. Na dlici 11.1. prikazan je rezultat |
operacije kombinacionom tablicom (gde su dve promenljive Ai B argument logicke | funkcije).
Naistoj dici je ilustrovan najcesce koriséeni graficki simbol koji predstavlja logicko kolo za
realizaciju | operacije (promenljive Ai B su ulazi u logi¢ko kolo, aY jeizlaz logickog kola).

2 ulaza lizlaz
A B Y=A-B
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Slika 11.1. Kombinaciona tablicai grafi¢ki simbol za | operaciju.

Kolo koje redlizuje | operaciju naziva se | ili AND kolo. Izlaz | logickog kola je
jednak logickoj jedinici samo ako su oba ulaza takode logicke jedinice. | operacija se naziva
joSi logicko mnoZenje ili konjunkcija

11.2.2 ILI kolo zarealizaciju logiékog sabiranja

Posmatrajmo ponovo dve logicke promenljive Ai B. Na dlici 11.2. prikazan je rezultat
ILI operacije kombinacionom tablicom (gde su dve promenljive A i B argument logicke ILI
funkcije). Naistoj dlici je ilustrovan naj¢esce koriséeni graficki simbol koji predstavlja logicko
kolo za redlizaciju ILI operacije (promenljive A i B su ulazi u logi¢cko kolo, a Y je izlaz
logi¢kog kola).
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2 ulaza lizlaz

RrrRroo| >
RrOoOrOoO|l
H

Slika 11.2. Kombinaciona tablicai grafi¢ki ssimbol za IL| operaciju.

Kolo koje realizuje ILI operaciju naziva se ILI ili OR kolo. I1zlaz ILI logi¢kog kola je
jednak logickoj nuli samo ako su oba ulaza takode logicke nule. ILI operacija naziva se joS i
logicko sabiranjeili disjunkcija

11.2.3 NE kolo za realizaciju komplementiranja

Nasdlici 11.3. prikazan je rezultat NE operacije kombinacionom tablicom (gde je jedina
promenljiva A argument logicke NE funkcije). Na istoj dlici je ilustrovan nagjcesée korisceni
graficki simbol za predstavljanje NE logickog kola (gde je promenljiva A ulaz u logi¢ko kolo, a
promenljiva Y izlaz logi¢ckog kolo). KruZi¢ na izlazu pokazuje da je vrednost invertovana u
odnosu ha kolo koje ne bi imalo kruzi¢.

lulaz| 1lizlaz

A Y=-A
0 1
1 0

Slika 11.3. Kombinaciona tablicai grafi¢ki smbol za NE operaciju.

Kolo koje realizuje NE operaciju naziva se NE kolo, NOT kolo ili invertor. |zlaz NE
logi¢kog kola jeste suprotna logi¢ka vrednost od one koja je na ulazu u logi¢ko kolo. Zato se
NE operacijanazivai komplementiranjeili negacija

11.2.4 NI kolo

NI operacija se dobija kombinacijom | i NE operacije. Za dve logicke promenljive A i
B, na dlici 11.4. prikazan je rezultat NI operacije kombinacionom tablicom (gde su dve
promenljive A i B argument logicke NI funkcije). Naistoj dlici je ilustrovan ngj¢esée koriséeni
graficki simbol za predstavljanje NI logi¢kog kola (promenljive Ai B su ulazi u logi¢ko kolo, a
Y jeizlaz logickog kola). KruZi¢ naizlazu pokazuje da je vrednost invertovana u odnosu na
kolo koje ne bi imalo ovg kruzi¢.
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2 ulaza lizlaz
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Slika 11.4. Kombinaciona tablicai grafi¢ki simbol za NI operaciju.

Kolo koje realizuje NI operaciju naziva se NI ili NAND kolo. Kolo koje realizuje NI
operaciju naizlazu daje logicku nulu samo kada su na oba ulaza logicke jedinice.

Ako se ulazi NI kola kratko spoje, tada NI kolo realizuje NE operaciju. Pomoc¢u NI
kola moze da se realizuje NE operacija (kratkim spajanjem ulaza), ali i | operacija tako Sto se
posle NI kola poveze jos jedno NI kolo koje ima kratko spojene ulaze. Pomoc¢u ovog kola
moze da se redlizuje i IL1 operacijatako o se jedna promenljiva dovede da NI ulaz sa kratko
spojenim ulazima, to se isto uradi i sa drugom promenljivom, a zatim se izlazi ova dva kola
dovedu na ulaze NI kola. Zahvajujuéi ovakvom pristupu, redlizacija sve tri osnovne logicke
operacije (I, ILI i NE) mogu da se redlizuju sa samo jednom vrstom logickih kola (sa NI
kolima).

11.2.5 NILI kolo

NILI operacija se dobija kombinacijom ILI i NE operacija. Za dve logi¢ke promenljive
Ai B, nadlici 11.5. prikazan je rezultat NILI operacije kombinacionom tablicom (gde su dve
promenljive A i B argument logicke NILI funkcije). Na istoj dici je ilustrovan naj¢esce
kori&teni graficki simbol za predstavljanje NILI kola (promenljive A'i B su ulazi u logi¢ko
kolo, a Y je izlaz logi¢kog kold). Kruzi¢ na izlazu pokazuje da je vrednost invertovana u
odnosu na kolo koje ne bi imalo ovaj kruzi¢.

2 ulaza lizlaz
A B Y==(A+B)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Slika 11.5. Kombinaciona tablicai grafi¢ki ssimbol za NIL| operaciju.

Kolo koje realizuje NILI operaciju naziva se NILI ili NOR kolo. Kolo koje redlizuje
NILI operaciju naizlazu daje logicku jedinicu samo kada su na oba ulaza logicke nule.

Ako se ulazi NILI kola kratko spoje, tada NILI kolo realizuje NE operaciju. Pomocu
NILI kola moze da se realizuje NE operacija (kratkim spajanjem ulaza), ali i ILI1 operacija na
di¢an nacin kao sa NI kolom. Pomocu tri NILI kolamoZe daserealizujei | operacija, nadican
natin kao sa NI kolom. | sa ovim kolom mogu da se realizuju sve tri osnovne logicke operacije
(I, IL1'i NE).
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11.2.6 Iskljugivo-ILI (EX-OR) kolo

Iskljucivo-ILI operacija (Exclusive-OR, EX-OR) daje kao rezultat logi¢ku nulu samo
onda kada obe ulazne promenljive imagju istu logicku vrednost. Ova operacija se naziva
operacija koincidencije zato §to daje kao rezultat logi¢ku jedinicu samo ako su obe promenljive
identi¢ne.

Na dlici 11.6. prikazan je rezultat EX-OR operacije kombinacionom tablicom (gde su
dve promenljive A i B argument logicke EX-OR funkcije). Naistoj dici je ilustrovan najé¢esce
koristeni graficki simbol koji predstavlja logicko kolo za redlizaciju EX-OR operacije
(promenljive Ai B su ulazi u logicko kolo, aY jeizlaz logickog kola).

Logicka jednacina koja definiSe operaciju koincidencije ima sledec¢u notaciju:
Y=AeB+AeB=A®B (436)

U jednatinama se za oznacavanje iskljucivo-1L1 operacije ngj¢eSce koristi simbol @ .

2 ulaza lizlaz
A B Y=AeB
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Slika 11.6. Kombinaciona tablicai grafi¢ki simbol za EX-OR operaciju.
Kolo koje realizuje iskljucivo-1L1 operaciju naziva se iskljucivo-IL1 kolo, Exclusive-
ORili EX-OR kolo.
11.2.7 Iskljuéivo-NILI kolo za realizaciju operacije koincidencije
Iskljucivo-NILI kolo (Exclusive-NOR, EX-NOR) daje kao rezultat logicku jedinicu ako
su obe promenljive identiéne. Odnosno ovo kolo realizuje operaciju koincidencije:
Y=AeB+AeB=A®B (437)

Kombinaciona tablica i graficki simbol za iskljucivo-NILI operaciju prikazani su na
dlici 11.7. KruZzi¢ naizlazu pokazuje da je vrednost invertovana u odnosu na kolo koje ne bi
imalo kruZzié.

2 ulaza lizlaz

kR oo/P
R OoORrOolw
o

Slika 11.7. Kombinaciona tablicai grafi¢ki ssimbol za EX-NOR operaciju.
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Iskljuéivo-ILI kolo i iskljugivo-NILI kolo imaju veliku primenu u prakticnim
realizacijama.

11.3 Identiteti Bulove algebre

Polaze¢i od tri osnovne operacije u Bulovoj algebri moZze se izvesti veliki broj
identiteta, zakona i teorema. Primena identiteta moZe se iskoristiti za uproS¢avanje sloZzenih
logickih izraza i formiranja kola Zeljene strukture i sastavnih elemenata. Neki od identiteta
kada se koristi samo jedna ulazna promenljiva:

Operacije salogi¢ckom nulom:

y=0eu=0 (438)

y=0+u=u (439)
Operacije salogickom jedinicom:

y=leu=u (440)

y=1+u=1 (4412)
Operacije saistovetnim vrednostima:

y=ueu=u (442)

y=u+u=u (443)

Operacije sa komplementarnim vrednostima:
y=UuUe u=0 (444)
y=u+ u=1 (445)

Neki od vaznijih zakona Bulove algebre koji se koriste u realizaciji logi¢kim kolima:

Zakon komutacije:

u+y=y+u (446)
Uey=yeu (447)

Zakon asocijacije:
u+(y+2)=Uu+y)+z (448)
ye(uez)=(yeu)ez (449)

Zakon distribucije:
Ue(y+2Z)=Uey+UeZ (450)

u+(yez)=(u+y)e(u+2 (451)
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Zakon absorpcije:
U+uey=u (452)

ue(u+y)=u (453)

U+Uey=U+y (454)

Ue(U+y)=Uey (455)

(uey)+(uey)=u (456)

(U+y)e(U+y)=u (457)

Za upros¢avanje izraza, a posebno kada je potrebno da se sve operacije izvedu sa
jednom vrstom logickih kola, koriste se De Morganova pravila:

U+y=uey (458)

u-y:G+§/ (459)

Zapojednostavljenje logickih izraza mogu da se koriste matematicki alati za simboli¢ko
racunanje, kao $to je Mathematica. Ako je potrebno dokazati neki identitet, ili primeniti neki
zakon Bulove agebre, naprimer, (u+y)e(u +§/) =u, tada se ovg izraz napiSe komandama za
odgovarajuce operacije, In[1]

In[ 1] = Logi cal Expand[ (u && y) || (u && ! y)]

Rezultat koji program vrati nakon simplifikacije prikazuje se odmah u narednoj ¢eliji
programa:

Qut[1l]=u

Naravno, ako su izrazi veoma sloZeni, program Mathematica ¢e pronaci najjednostavniji
oblik (najjednostavniji oblik je ongj koji ima najmanje ¢lanova za prikaz rezultata).

Evo nekoliko primera kada je potrebno da se sve operacije realizuju sa samo jednom
vrstom logickih kola, na primer saNOR kolima:

Bool eanConvert[! (u & y), "NOR']
Rezultat koji se dobijaje:
(" ul\[Nor] ! vy)
Zadrugi primer,
Bool eanConvert[! (u || y), "NOR']
Dobijase:
u\[Nor] vy
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U drugom izrazu se koristi samo jedno dvoulazno NOR kolo koje je opisano sa
\ [ Nor]. U prvom primeru su potrebna cetiri NOR kola, gde se tri NOR kola koriste kao
invertori. Radi preglednosti, sve dvoulazne operacije su grupisane u obié¢ne zagrade.

Proizvodati programabilnih kola nude sopstvene programe za simplifikaciju, i
prakticno nema svrhe da se i iskusni programer takmi¢i sa racunarima ko ¢e brzi doci do
optimalnog resenja.

11.4 Karakteristike realnih logi€kih kola

Kada se andlizirgju sloZena logicka kola mogu da se koriste modeli idealnih logickih
kola tako da je na izlazu logi¢kog kola, logicka nula jednaka naponu nula volti, a logicka
jedinica je jednaka naponu napajanja u voltima. Podrazumeva se da je izlazna impedansa
idealnog logickog elementa jednaka nuli, a da je ulazna impedansa logi¢kog kola beskonacno
velika. Prelaz izlaznog napona sa jednog nivoa na drugi nivo izvodi se gotovo trenutno tako da
se ovi nivoi koriste dalje kao ulazi drugih logi¢kih kola.

U oba logicka stanja, kolo praktiéno nema potrodnju. Idealni logic¢ki element nema
potrodnju ni kada dolazi do promene logi¢kog stanja ako je ta promena trenutna. Kada je
logicko kolo naizlazu u logickoj nuli, tada je napon na izlazu nula, zbog ¢ega je i proizvod
izlaznog napona i izlazne struje takode jednak nuli, Sto odgovara reZzimu zasi¢enja kod
tranzistora. Kada je logicko kolo naizlazu u logi¢koj jedinici, tada je izlazna struja jednaka
nuli (da ne bi postojao pad napona na kolektorskom otporniku), zbog ¢ega je i proizvod
izlaznog naponai izlazne struje takode jednak nuli. Takode, ulaznaimpedansalogickog kola je
teorijski beskonacna, §to znati da je struja logicke jedinice koja ulazi u naredno kolo jednaka
nuli.

Kako svi realni signali imaju kontinualnu promenu, ni realna logi¢ka kola ne mogu da
ostvare skokovitu promenu, ve¢ ¢e se izlazni napon menjati od jednog do drugog nivoa. Pri
tome, ako podrazumevamo da se radna tatka krece po pravoj iz jednog logickog nivoa do
drugog, najveca potrodnja ¢e biti kada je napon naizlazu na polovini napona napajanja, kada je
i struja na polovini maksimalne struje. U prelaznom rezimu logicko kolo najvise trosi energije.
Na primer, ¢esto se deSava kada radi ratunar da se ukljuéi ventilator ako se izvrSavaju
intenzivnaizratunavanja, ili ako se koristi mobilni telefon za razgovor ili prikaz filma, tada se
moZe osetiti zagrevanje telefonai nagli pad napunjenosti baterije.

Zarad salogi¢kim kolima od velike je vaznosti da prelazne pojave trgju Sto krace, jer
se time smanjuje potroSnja uredaja ai i kadnjenja zbog obrade signda. To zahteva pazljivo
projektovanje da se ne preoptere¢uju logic¢ka kola sa previSe ulaza narednih kola, da su linije
veza §to krace (i time smanji induktivnost veza, atime i kaSnjenje signald), da je kapacitivnost
veza veoma mala (jer velika kapacitivnost produzava vreme promene logickog stanja), da su
promene logic¢kih stanja minimalne (bez nepotrebnih promena stanjai gliceva).

lako se podrazumeva da je promena od jednog do drugog logi¢kog stanja na izlazu
logickog kola kontinualna, ne moZe se uvek utvrditi tacna vrednost kada ¢e naredno kolo
ispravno detektovati ulazni napon i na svom izlazu dati ispravnu logi¢ku vrednost. Zbog toga
se za sva kola usvagja kadnjenje kao vremenski period od trenutka nastanka promene do
trenutka kada ta promena izaziva novo logi¢ko stanje na izlazu. Na trenutak promene utice i
Sum.
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Pod pojmom Suma kod digitanih kola podrazumeva se neZeljena promena napona na
ulazu u logicka kola. Kada je amplituda Suma na ulazu u logicko kola mala, izlaz ¢e biti
ispravan i Sum se nece prostirati kroz digitalni sistem. Medutim, ako je amplituda nezeljene
promene na ulazu nekog logickog kola velika, ona moZze izazvati logicku gresku i pogresni
logic¢ki nivoi se dalje prostiru kroz sistem. Zato je potrebno da se utvrdi koji je to nivo Suma pri
kome nece doc¢i do logicke gredke. Pod pojmom margine Suma podrazumeva se dozvoljen
opseg vrednosti naponskog nivoa na ulazu logickog kola koji nece biti protumacena kao
suprotna logicka vrednost. Margine Suma ne moraju da budu iste za oba logi¢ka stanja, Sto je
razlog da se ¢esto daju dve margine Suma, jedna zalogi¢ku jedinicu i druga zalogi¢ku nulu.

Dabi seizbegao nezeljeni rad logickih kola zbog postojanja Suma na ulazima logickih
kola, ai i zbog neizbeZznih tolerancija u proizvodnji integrisanih kola, proizvodaci daju Cetiri
karakteristi¢na napona za ngjgori slu¢gj: Vou, Vin, VoL | ViL:

o  Voy- minimahni izlazni napon koji daje logicko kolo kada je izlaz u stanju logicke
jedinice,

e Viy - minimani ulazni napon koji ¢e logicko kolo prepoznati kao da je na ulazu logicka
jedinica,

o Vo - maksimalni izlazni napon koji daje logicko kolo kada jeizlaz u stanju logicke nule,

e V. - maksimalni ulazni napon koji ¢e logicko kolo ispravno prepoznati kao logic¢ku nulu.

Ulazna impedansa realnog logic¢kog kola nije beskonagno velika (u analizi tranzistora
pokazano je da impedansa nije beskonacna ¢ak i kada se koriste dinamicka opterecenja).
Takode, izlazna impedansa nikada nije jednaka nuli. Pri povezivanju veteg broja ulaza na
jedan izlaz logickog kola, da bi se readlizovala neka dozenija digitalna mreza, moze da se
pojavi problem sa optereivanjem izlaza, zato &0 se svaka ulazna impedansa narednog
logickog kola pojavljuje kao ulazno opterecenje prethodnog kola. Ovome treba dodati i
kapacitivnosti izmedu elektroda poluprovodni¢kih komponenti, kao i induktivnosti veza koje
spajgju izlazei ulaze logickih kola.

Potrebno je znati koji broj ulaznih priklju¢aka sme da se prikljuci na jedan izlaz
logickog kola, a da se ne narude ispravno funkcionisanje logic¢kih kola. Zato se racuna faktor
grananja naizlazu logickog kola da bi se odredilo koliko ulaza previSe ne opterecuje prethodno
kolo. Za svaku familiju logickih kola definiSe se standardno optere¢enje na osnovu ¢ega moze
da se odredi uticgj svakog narednog ulaza na izlaz prethodnog kola. Kod nekih logickih kola
treba da se ograni¢i broj ulaza da ne bi do3lo do degradacije elektri¢nih karakteristika.

Vet je re¢eno da se kod realnog logi¢kog kola promena logickog stanja na izlazu ne
moze desiti trenutno nakon $to se promene logicka stanja na ulazu u kolo. Najvazniji razlog je
postojanje parazitnih kapaciteta, a napon na kondenzatoru se ne moZe trenutno promeniti, ve¢
se takve promene deSavaju po eksponencijalnom zakonu.

Da bi se kondenzator brZe napunio treba obezbediti vecu struju, ali to onda povecava
potrodnju energije. Ovakvi oprecni zahtevi se reSavgju kompromisnim reSenjima. Zbog
kona¢nog vremena potrebnog da se napon na kondenzatoru promeni do nivoa kada ga logi¢ko
kolo ispravno detektuje, dolazi do kadnjenja promene napona naizlazu.

Neki od pojmova koji se mogu n&li o karakteristikama logickih kola, a koji su vazni
zaispravno kori&¢enje su razna vremena kaSnjenja



Prof. dr Miroslav Lutovac 185

Vreme kadnjenja definiSe se kao vreme izmedu trenutka promene ulaznog signaa i
trenutka kada se izlazni signal promeni. Vreme kadnjenja se posebno definiSe za rastucu ivicu
(prelazak iz logicke nule u logic¢ku jedinicu), a posebno za opadajucu ivicu (prelazak iz logicke
jedinice u logi¢ku nulu). Trenutak odluke se definiSe na 50% amplitude. Za brza priblizna
izracunavanja koristi se aritmeticka sredina vremena kadnjenjarastuc¢e i opadajuce ivice.

11.5 Realizacija invertora sa MOS tranzistorima

Najjednostavnije logicko kolo je invertor. Invertora predstavlja osnovu za formiranje
slozenijih logi¢kih kola. U ovoj knjizi bi¢e prikazan invertor sa komplementarnim MOS
tranzistorima, takozvani CMOS invertor.

CMOS invertor koji je prikazan na dlici 11.8. ima samo jedan NMOS i jedan PMOS
tranzistor. Kod oba tranzistora osnova je spojena na sors da bi se izbegao uticga efekta
podloge.

Slika 11.8. CMOSinvertor.

Kada je ulazni napon V, nizak, blizu 0V, tada NMOS tranzistor ne moze da provodi
zato $to je manji od napona praga, V,=Vesn<Vin. Isti ulazni napon je prisutan na gejtu PMOS
tranzistor i on provodi u linearnom reZimu zato $to je njegov napon na gejtu takav daje vedi od
napona praga, [Vese|=|Vu-Voo|> Vip. Struja PMOS tranzistora moze da bude velika ali nema gde
da se zatvori. Struja se vezuje na gejt narednog stepena, ai struja ne moZe da bude velika jer je
struja gejta prakti¢no jednaka nuli. Ostaje da se struja zatvori preko NMOS tranzistora, ai tu
postoji samo mala struja curenja zako¢enog NMOS tranzistora. Zbog toga je struja tranzistora
Tp veoma mala. Medutim, bez obzira o je struja mala, izlazni napon je prakti¢no jednak
naponu napajanja. To znaci da je napon logicke jedinice na izlazu CMOS invertora Vou=Vpp,
zadutg kada je logicka nula (napon blizu OV na ulazu). Struja potrodnje ovog tranzistorskog
kolaje veomamala, &o znxi i d je snaga disipacije mala.
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Kada je ulazni napon V, visok, blizak naponu napajanja Vpp, NMOS tranzistor
provodi u linearnom rezimu, jer je Vy=Vesn™>Vin, dok je PMOS tranzistor zakocéen, jer je napon
izmedu gejtai sorsa nedovoljno mali da bi PMOS tranzistor provodio. Struja kroz invertor je
mala zato $to je PMOS tranzistor zakocen; struja drejna NMOS tranzistora nema gde da se
zatvori osim preko PMOS tranzistora do napgjanja. Po&to je gornji tranzistor zakocen, a donji
provodi, izlazni napon je prakti¢no nula (tipicno manji od 10 mV). Dakle, napon logi¢ke nule
naizlazu CMOS invertoraje Vo =0V.

U obaslucaja, kada je naulazu invertora logickajedinica, ato je napon napajanja Vpp,
ili logicka nula, OV, jedan od tranzistora je zakocen, zbog cega je struja, koju jednosmerni
naponski izvor Vpp daje ovom kolu u stabilnim logi¢kim stanjima, veoma malai jednaka struji
curenja zakocenog tranzistora. Dobija se da je staticka disipacija CMOS invertora reda
nekoliko nW.

Kada je tranzistor u zasi¢enju, pad napona izmedu dregjnai sorsa je priblizno nula, te
je stoga i disipacija na njemu izuzetno mala, Tranzistor koji je u zakoéenju, ima ceo napon
napgjanja izmedu drejna i sorsa di je struja izuzetno mala jer postoji samo struja curenja. U
obaslu¢gjaje disipacija natranzistorima mala.

lako je izuzetno mala struja kroz tranzistor, CMOS invertor bi mogao da obezbedi
veliku struju potro3acu koji je vezan na OV ili na napon napajanja, zato Sto tranzistor koji jeu
zasi¢enju moZe da obezbedi takvu struju. Verovatnije je da ¢e opterecenje na izlazu invertora
biti kapacitivno, i invertor mora da obezbedi veliku struju da bi se kondenzator napunio ¢im
pre i time smanjilo kasnjenje. Zbog toga je faktor grananja na izlazu invertora veliki i
dinamicke karakteristike su dobre.

Rad invertora moze da se modeluje kao kolo sa dva prekidaca od kojih je jedan
prekida¢ ukljucen, adrugi iskljucen, kao &to jeilustrovano nadlici 11.9.

?-l... 1;'?-1...

Slika 11.9. Modelovanje CM OS invertora sa dva komplementar na prekidaca.

lako mozemo da smatramo da je izlazna otpornost tranzistora jednaka nuli, u ovom
modelu svaki tranzistor ima malu ai konacnu otpornost ka masi ili napajanju. Ova otpornost
jednaka otpornosti sors-drejn odgovarajuéeg tranzistora.



Prof. dr Miroslav Lutovac 187

U prvom slu¢aju kada je dovedena logi¢ka nula na ulaz invertora, i kada je napon na
ulazu invertora mali, donji tranzistor se ponaSa kao otvoren prekidag, a gornji tranzistor kao
zatvoren prekidag, pri ¢emu je od prekidata do napgjanja maa otpornost provodnog
tranzistora. Ako naredni logicki stepen imaveliku ulaznu otpornost, tada se izlazni napon moze
izracunati kao napon na razdelniku napona. Kako je otpornost prema Vpp mala, ¢ak i kadaima
vige logickih kola vezanih na ovg izlaz (sve ulazne otpornosti logickih kola su paralelno
vezane) razdelnik napona ¢e joS uvek dati dovoljno visok napon da odgovara logickoj jedinici.

U drugom slu¢aju kada je dovedenalogicka jedinica na ulaz invertora, i kadaje napon
na ulazu invertora priblizno jednak naponu napgjanja Vpp, donji tranzistor se ponasa kao
zatvoren prekidag, a gornji tranzistor kao otvoren prekidag, pri ¢emu je od prekidaca do mase
mala otpornost provodnog tranzistora. Ako naredni logicki stepen ima veliku ulaznu otpornost,
tada se izlazni napon moZe izradunati kao napon na razdelniku napona. Kako je otpornost
prema masi mala, i kako su sve ulazne otpornosti logi¢kih kola paralelno vezane) razdelnik
napona ¢e jos uvek dati dovoljno nizak napon da odgovaralogic¢koj nuli.

11.6 Disipacija CMOS kola

Postoje cetiri razloga za disipaciju CMOS kola,. Disipacija nastgje zbog struje
curenja, kapacitivnost opterecenja, parazitne kapacitivnosti i prelaznih stanja Disipacija usled
struje curenja nastaje kod zakocenog tranzistora kod koga je napon napagjanjaizmedu drejna i
sorsa; snaga disipacije se dobija kao proizvod napona napajanjai struje curenja. Ovo je staticka
disipacija CMOS kola, zato Sto postoji i kada tranzistor ne menja izlazna stanja, a priblizno je
redapuWw.

Ostali uzroci disipacije nazivaju se dinamicke disipacije jer nastgju samo onda kada
tranzistor menja logicka stanja. Ako pretpostavimo da je opterecenje izlaza kapacitivno, na
primer C,, a da se logicke jedinice i nule smenjuju sa ucestanoscu f, energija koja se predgje
kondenzatoru u toku jedne poluperiode, a zatim disipira na tranzistoru iznosi Cp(VDD)2/2.
Srednja disipacija CM OS invertora za kapacitivno opterecenjeje:

P, =fC vaZD (460)

Parazitne kapacitivnosti tranzistora su takode uzrok potrosnje energije tokom promene
logickih stanja. Primenom slichog postupka za kapacitivno opterecenje, dobija se da je
disipacija zbog parazitne kapacitivhosti Cr:

Poza= fCI'VDZD (461)

Treca disipacija nastaje kada CMOS kolo prelazi iz jednog logickog stanja u drugo,
$to znati daradnatacka prolazi kroz oblast u kojoj su oba tranzistora provodna. Napon izmedu
drgina i sorsa viSe nije nula kao kada je tranzistor u zasi¢enju, niti je struja drejna mala.
Disipacija CMOS kola zbog promene napona sa jednog na drugi logi¢ki nivo moZe da se
izratuna po slede¢oj formuli:

1
Pos = E f (VDD -, )I DD max (tey +t) (462)

Struja | ppmex j€ Maksimalna struja tokom promene radnog reZima tranzistora.
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Sva tri izraza za dinami¢ku disipaciju pokazuju linearnu zavisnost od ucestanosti f i
kapacitivnosti, au velikoj meri ima kvadratnu zavisnost od napona napajanja Vpp.

Kapacitivnost zavisi i od veza kojima su povezanalogic¢kakola.

Ova andiza pokazuje da se disipacija moze smanjiti pravilnim projektovanjem
integrisanog kola, tako da su sve kapacitivnosti §to je moguce manje. Promena logickih stanja
ne mora da se odvija sa ngvisom u¢estanos¢u, 0 ¢emu projektanti treba da vode racuna
Nepotrebne promene logickih stanja treba eliminisati, jer one povetavaju disipaciju a nemaju
korisne efekte. U slu¢aju da se ocekuje intenzivan rad logickih kola u pojedinim intervalima,
treba obezbediti hladenje ¢ipova u tom intervalu, na primer kori&enjem ventilatora
Savremene elektronske komponente se prave tako darade i sa napajanjem od 3,3V, zarazliku
od ranijih reSenja kada je napagjanje bilo 5V.

11.7 Logi€ka kola sa MOS tranzistorima

Dvoulazna CMOS logicka kola dobijaju se dodavanjem tranzistora u osnovni model
invertorskog kola sa dike 11.8. koje je imalo samo jedan ulazni signal. Na slikama 11.10. i
11.11. prikazana su dvoulazna CMOS NILI i NI kola.
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Slika 11.10. CM OSlogi¢ko NILI kolo.

Sadlike 11.10. vidi se da ¢eizlaz NILI kola (spoj drejnova tranzistora T, i T3) biti na
visokom nivou samo ako su oba ulaza na niskom nivou (tranzistori T, i T, ne provode — kao
otvoreni prekidati, atranzistori T i T4 su u aktivnom rezimu — kao prekidati u kratkom spoju).

Izlaz NILI kola bi¢e na niskom nivou ako je bar jedan od ulaza na visokom nivou (bar
jedan od tranzistora T, i T, provodi — kao zatvoren prekidagi, dok u serijskoj vezi tranzistori Ts
i T4 bar jedan tranzistor ne provodi — kao otvoren prekidt).
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Slika11.11. CMOSlogi¢ko NI kolo.

Sa dlike 11.11. vidi se da ¢e izlaz NI kola (spoj dregjnova tranzistora Tz i Ty4) biti na
niskom nivou samo ako su oba ulaza na visokom nivou (oba tranzistora T, i T; provode — kao
zatvoreni prekidai, atranzistori Tz i T4 su u prekidu — kao otvoreni prekidadi).

Izlaz NI kola bi¢e na visokom nivou ako je bar jedan od ulaza na niskom nivou (bar
jedan od tranzistora Ty i T4 provodi — kao zatvoren prekidac, dok u serijskoj vezi tranzistori T, i
Ts bar jedan tranzistor ne provodi — kao otvoren prekidag).

Staticke karakteristike CMOS logickih kola zavise od odnosa dimenzija tranzistora,
kao &to jeilustrovano na prethodne dve slike.

11.8 Bistabilna kola

Postoje dve vrste logickih kola koja se koriste u digitalnim sistemima, a koja se
obraduju u ovom udZbeniku. Kod jedne vrte kolaizlazi kola zavise samo od trenutnih vrednosti
na ulazima u ta kola. Takva kola se nazivaju kombinacionih kola. Uzimajuci u obzir disipaciju
kola, kod ovih kola moZe doc¢i do promene izlaznih logickih stanja kada se dogode promene na
njihovim ulazima, a te promene ¢esto zavise i od kadnjenja. Da bi se sprecile nekontrolisane
promene na izlazu kola, pozeljno je da se te promene odvijgju samo onda kada to zelimo, u
odredenom trenutku, i po redosledu kako je planirano. Druga vrsta kola upravo obezbeduje
sekvencijalno procesiranje (po nekom redos edu).

Sekvencijalna kola sadrze elemente koji imaju sposobnost paméenja (memorisanja)
stanja. Kako se radi sa binarnim brojevima koji imaju dve vrednosti, to ovi elementi imaju
naimanje dva stabilna stanja. 1z stabilnog stanja kolo moZe da izade samo pod dejstvom
ulaznih signala. Elementi sa samo dva stabilna stanja nazivaju se bistabilna kola.

Rad bistabilnih kola zasnovan je na kori&¢enju povratne sprege, tako da tranzistori
ostanu u stabilnom stanju nakon promene koje se desila na ulazu. Trenutno stanje u kolu ne
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dozvoljava promenu stanja dok se ne pojavi spoljasnja pobuda, koja tada mozZe kolo da prebaci
u drugo stabilno stanje.

Postoje dve vrste bistabilnih kola. Kod jedne vrste kola izlaz stalno prati promene na
ulazima dok se ne dovedu takvi ulazni nivoi koji spre¢avaju dalje promene stanje na izlazu
(reaguje navrednost neke pobude). Ovakva kola se nazivagju lec kola (engl. latch).

Kod druge vrste kola, stanje na izlazu se moZe promeniti samo u trenutku nagle
promene stanja (pri promeni od logic¢ke jedinice na logicku nulu, ili pri promeni od logicke
nule na logicku jedinicu), odnosno na opadajucu ili rastué¢u ivicu napona. Nakon promene
logickih stanja, ne moZe do¢i do nove promene na izlazu logickog kola. Ovakva kola se
nazivaju flipflopovi.

11.8.1 SRleé€

SR leg kolo koje je realizovano sa NILI logi¢kim kolima prikazano je na dlici 11.12.
Ovo bistabilno kolo ima dva ulaza koji su oznateni sa S i R. lzlazi su oznaceni sa Q i
komplement od Q, odnosno sa (—Q).

KaZe se daje le¢ kolo setovano kada su izlazni nivoi Q=11 -Q=0. KaZe se da je led
kolo resetovano u slucgju da je Q=0 i -Q=1. Naistoj dici na kojoj je prikazana realizacija sa
NILI kolima, prikazan je grafi¢ki smbol za SR leg kolo.

Slika 11.12. SR le¢ kolo sa NILI kolimai grafi¢ki simbol SR le¢a.

Na osnovu kombinacione tabele, proizilazi da se kolo se setuje dovodenjem
kombinacije S=1, R=0 na ulaze kola, jer tada se izlazi kola postavljgju u stanje Q=1i Q=0.
Dovodenjem kombinacije S=0, R=1, kolo se resetuje zato Sto se izlazi postavljgju u stanje
Q=0, Q=1. Kolo ne moZe da promeni izlazna stanja kada je na ulazu S=0 i R=0. Ako se na
ulaze dovede S=1 i R=1, izlazi se postavljgu u stanje Q=0, Q=0, i izlazi nisu
komplementarni. Zato se ova kombinacija naziva zabranjeno ili nedozvoljeno stanje na ulazu.

Eksitaciona tabela se izvodi iz funkcionalne tabele i pokazuje kakvi treba da budu

ulazni signali da bi se ostvarila promena. Ako kod nekog ulaznog signala stoji simbol x, to
znaci da vrednost tog signalanije bitnai da moze imati proizvoljnu vrednost.
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Funkcionalnai eksitacionatabela SR leg kolasaNILI kolima

Stanje naulazu Pr(?rzr?gznﬁ na Stanje naizlazu g%rrﬁgﬂg

S R Qn+1 6n+1 Qn Qn+1 S R
0 0 Q, Q, 0 0 0 x
0 1 0 0 1 1 0
1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 1 X 0

SR le¢ kolo moZe da se napraviti i koris&¢enjem NI kola, kao i drugim vrstama
dvoulaznih kola, a kao &o jeilustrovani nadlici 11.13. Funkcionalnai eksitaciona tabela mogu
da se razlikuju, zavisno od toga da li se setovanje vrsi visokim ili niskim nivoom napona. Dalli
se setovanje ili resetovanje vrsS visokim ili niskim nivoom, moze da se promeni ako se ulazni
signali invertuju odmah naulazu.

Slika 11.13. Dve vrsterealizacija SR le¢ kolai grafi¢ki simbol SR le¢a.

11.8.2 Dleé

U mnogim sistemima je potrebno da se privremeno saduva neka vrednost. Neka je to
logicka vrednost. Logi¢ku vrednost koju treba saduvati treba dovesti na jedan ulaz u le¢ kolo,
koji ¢e ondatu vrednost sa¢uvati u le¢ kolu. Ovu funkciju realizuje D leg kolo.

Konstrukcijai i graficki smbol D le¢ kola dati su na slici 11.14. Osnovu D leg kola
¢ini SR le¢ kolo, kome je dodat invertor na ulazu radi eliminisanja moguénost pojavljivanja
nedozvoljene kombinacije signalanaulaz SR leca. Ulazni signal dozvole C, koji se nazivajoSi
CLK (klok, taktni signal), EN ili ENABLE (dozvoljavanje rada komponente) moZe biti aktivan
kada je na visokom nivou. U nekim slu¢ajevima se koriste invertori na ulazu, tako da se kolo
aktivira niskim naponom.
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Slika 11.14. D le¢ kolo realizovano sa NI kolima i grafi¢ki simbal.

Kolo prenosi ulazni podatak u kolo samo kada je C=1. Na izlazu kola uvek se
pojavljuje ongj signal koji je bio na ulazu. Zbog propagacije signala kroz logi¢ka kola od kojih
je napravljen ovaj leg, postoji kasnjenje do pojave signala naizlazu. Kada se C postavi na nivo
logi¢ke nule, stanje naizlazu se ne menja. Ovo je princip radajednobitnog registra.

Funkcionalnai eksitacionatabelaD le¢ kola

Stanje na ulazu ProirszanS na Stanje naizlazu B%mg
D C Qna Qu Qn Qua D C
0 1 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 1 1
x 0 Q. Q. 1 0 0 1
1 1 1 1

Na prvi pogled reSen je problem koji je postojao kod RS leca. Medutim postoji
opasnost da se pri promeni ulaznog signalana D ulazu i promene na C ulazu sa visokog nivoa
na nizak nivo, zapamti neka nezeljena vrednost. Za pouzdan rada D led kola, u praks se
zahteva da signal na ulazu D bude stabilan za vreme pre nego §to se dozvoli da C promeni
vrednost sa jedinice nanulu.

11.8.3 D flipflop

Da se ne bi vodilo ra¢una o tome da li je visok nivo na C ulazu D leca, koriste se
flipflopovi koji menjaju vrednost sa nekim taktom, nauzlaznu ili silaznu ivicu takt signala.

Nasdlici 11.15. prikazana je realizacija D flipflopa sa okidanjem (promenom stanja) u
trenutku kada se deSava silaznaivica takta. Graficki simbol je prikazan naistoj dlici.



Prof. dr Miroslav Lutovac 193

Slika 11.15. D flipflop sa okidanjem na opadajuéu ivicu i grafi¢ki simbol.

Kada je takt ulaz kola na visokom nivou, stanje naizlazima NI kola iz prvog stepena
odredeno je stanjem na D ulazu. Drugi nivo logic¢kih kola blokiran je visokim nivoom takt
signala, zato &to su izlazi ILI kola na logi¢koj jedinici, Sto znati da su na ulazima SR le¢ kola
takode logicke jedinice; invertovani ulazi SR leca ne dozvoljavaju promenu stanja na izlazima
ovog kola. Kada takt signal prelazi sa logicke jedinice na logi¢ku nulu, blokiraju se ulazi NI
kola, ai se stanje naizlazima NI kola ne menja sve dok ne prode vreme propagacije signala
kroz NI kola. Istovremeno sa blokiranjem NI kola, na ulaze ILI kola na koje dolazi takt C,
postavlja se logi¢ka nula; zbog toga je naizlazima Ll kola stanje koje je ranije odredio D ulaz.
U zavisnosti od toga kakav je D ulaz, pojavi¢e se na jednom od ulaza S ili R leta kratak
negativan impuls koji ¢e postaviti SR le¢ u Zeljeno stanje. Nakon toga, zbog niskog nivoa takt
signala, NI kola ostaju blokirana i stanje flipflopa se ne moze promeniti. Funkcionalna i
eksitaciona tabela ivicnog D flipflopa sa okidanjem na opadajucu ivicu date su u sledetoj
tabeli:

Funkcionalnai eksitacionatabela D flipflopa

; Promenana ; ; Potrebna
Stanje naulazu izlazu Stanje naizlazu promena
D C Qn+1 6n+l Qn Qn+1 D C

0 L 0 1 0 0 0 T

T 1 0 0 1 1 iIN
x 0 Q, Q, 1 0 0 T
x 1 Qn Q, 1 1 1 T

11.8.4 Multivibratorska kola

U prethodnom primeru postojala je potreba da se generise takt signal, kao signal
kratkotrajnog impulsa da bi flipflop preneo stanje sa ulaza naizlaz kola. Naravno, ovakva kola
treba da se realizuju sa logickim kolima, kako bi njihov rad bio kompatibilan sa ostatkom
nekog slozenog kola.

Multivibratorska kola imaju jedno ili dva stanja u kojima se zadrZzavaju samo
odredeno vreme. Takva privremena stanja se nazivaju kvazistabilna stanja. Zarad ovih kola se
koriste otpornici i kondenzatori, kao i prekidacka logika i zadtitne diode. Kako napon na
kondenzatoru u prekidackim kolima moze da promeni vrednost tako da je napon bude ved¢i od
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napona napgjanja, kao i zbog moguénosti da se spolja u kolo dovede napon koji nije u
granicama rada kola, to se koriste diode koje treba da sprece pojavu neZeljenih nivoa napona.

Monostabilni multivibratori imaju jedno stabilno stanje u kome ostaju sve dok neka
spoljadnja pobuda ne prouzrokuje prelazak u kvazistabilno stanje. Nakon nekog vremena,
monostabilno kolo se vraca u stabilno stanje. Tipi¢na primena monostabilnih multivibratora je
generisanje impulsa tacno definisanog trajanja.

Astabilni multivibratori (koji se jS nazivaju i relaksacioni oscilatori) nemaju ni jedno
stabilno stanje. Oni imaju dva kvazistabilna stanja koja se naizmeni¢éno smenjuju. Tipicna
primena astabilnih multivibratora je generisanje periodi¢ne povorke impulsa ¢iji su parametri
odredeni izborom elemenata kola (na primer kapacitivnos¢u i otpornoséu). Takva periodiéna
povorka impulsa se u sinhronim digitalnim sistemima koristi kao takt signal, kako bi se sve
promene stanja odvijale u tatno odredenim trenucima, na uzlaznu ili silaznu ivicu impulsa.
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12 Magnetizam

12.1 Magnetsko polje

Magnetsko polje je specijalno stanje u prostoru u kome se zapazaju odredene osobine,
kao §to je to slugg sadrugim fizickim poljima (gravitaciono polje, elektrostaticko polje):
¢ Magnetskaigla se postavlja u odreden poloZaj u magnetnom polju.

e U magnetskom polju moZe da se uodi dejstvo sile na gvozdene ili feromagnetne predmete
kao i na stalne magnete.

e U magnetskom polju, na provodnik kroz koji protice struja, deluje sila.

e Ako se provodnici krecu kroz prostor gde postoji magnetsko polje u njima se indukuje
elektromotornasila.

Gravitaciono polje se definiSe kao odnos gravitacione sile i mase
Fy
m

G= (463)
Elektrostaticko polje se definiSe kao odnos elektrostaticke sile i kolicine elektriciteta
Fe

q

U obaslucaja polje predstavljakoli¢nik silei velicine nakoju sila deluje.

E= (464)

U duéaju magnetskog polja potrebno je odrediti silu i velicinu na koju deluje polje.
Vektor magnetske indukcije B predstavlja elektromagnetsku silu koja deluje u magnetskom
polju na provodnik duZine dl a kroz koji protice strujajaine |, odakle se dobija da je intenzitet
vektora magnetske indukcije

F
B=— 465
e (465)

Jedinica za vektor magnetske indukcije je tesla (T=N/Am, jedan teda je jednako jedan

njutn po amper metru).
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12.2 Elektromagnetska sila

Definicioni izraz za magnetska indukcija kao karakteristike magnetskog polja izveden
jeiz empirijskog izraza za silu koja deluje na deo provodnika duZine dl kroz koji protic¢e stalna
struja | akoji se nalazi u magnetskom polju indukcije B. Na dlici 12.1. ilustrovan je provodnik
kroz koji tece stalna strujal, pri ¢emu se provodnik nalazi u polju koje je oznaceno sa B.

Slika 12.1. Provodnik kroz koji te€e strujal, a koji se nalazi u magnetskom polju B.
Sila koja deluje na provodnik je oznatena sa F i naziva s elektromagnetska sila.
Smerovi vektora su takode prikazani na dlici, a sila je odredena vektorskim proizvodom (sa
dF se oznatavasila kojadeluje namali deo provodnika kroz koji tece struja l):

dF =1dl xB (466)

Vektorski proizvod znati da je sila normalna na ravan koja je odredena provodnikom i
magnetskom indukcijom, u tacki u kojoj deluje sila, asmer silejekao nadlici 12.1.

U prethodnom izrazu sa dl’ je oznaten vektor duZine strujnog elementa koji ima

pravac provodnika kroz koji tece struja, a smer je isti kao i smer stalne struje I. Struja nije

vektor, zbog ¢ega mora da se uvede vektor d I koji ima pravac (pravac provodnika kroz koji

tece struja) i smer (smer se odreduje smerom struje 1), kako bi se odredio pravac i smer
vektorskog proizvoda.

U prethodnim izrazima struja | moZe da se iskaze preko gustine struje J i povrSine
poprecnog preseka provodnika S:

| =JS (467)

Zapremina dV elementarnog dela provodnika kroz koji protice struja moZe da se
iskaze preko poprecnog presekai dela provodnika dl :

dv = Sdi (468)

Sila koja deluje na deo provodnika kroz koji proti¢e struja | moze da se napise preko
elementarne zapremine i gustine struje (gustina struje je sada definisana kao vektor da bi
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elementarnu duZinu ukljucili u elementarnu zapreminu; kako zapremina ne moZe da bude
vektor, to jedino moZemo da pridruzimo vektor uz gustinu struje koja je definisana na
poprecnom preseku provodnikai ima smer struje):

dF =J SdIxB=JxBdV (469)

U prethodnom izrazu su konstante (sve &to nije vektor) izdvojene u zapreminu, zato Sto
konstante uti¢u samo naintenzitet sile, ane uti¢u na smer sile.

Cilj ovog izvodenja jeste da se sila dF izrazi preko naelektrisanja koja se krecu, kako
bi se gustina struje J iskazdla preko prostorne gustine naglektrisanja (p), koncentracije

naelektrisanja (N') i srednje brzine kretanja naelektrisanja (V); pri ovome brzina se definise
kao vektor, jer se naglektrisanja kre¢e u istom smeru kao i strujai smer brzine jeisti kao i smer
nael ektrisanja koja se krecu (struje):

J=pv=Nqv (470)

Ukupan broj naglektrisanja u zapremini dvV moZe da se izrazi preko koncentracije
naelektrisanja (N') i zapremine:

N=N'dV (471)

Posle svih smena, elektromagnetska sila koja deluje na strujni element moZe da se
predstavi sledecom relacijom:

dF = quxBN'dV = qvx BN (472)

Podto je dF sla koja deluje na N naglektrisanja, na jedno naelektrisanje delovace sila

EldeF:q\‘/xE (473)

—

U prethodnom izrazu F, se naziva Lorencova sila (sila koja u magnetskom polju

indukcije B deluje na tackasto naelektrisanje g, pri ¢emu se tackasto naelektrisanje krece
brzinom \7):

El:dWqu\?xE (474)

12.3 Fluks vektora magnetske indukcije

Fluks vektora magnetske indukcije, ili krace magnetski fluks, kroz neku povrSinu Skoja
se oslanja na konturu C, definiSe se kao povrsinski integral:

b= J'SE dS= [BdScosa (475)
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Vektor elementa povrsine dS ima pravac normale na povrSinu, a o je ugao izmedu vektora
BidS.

Magnetski fluks ima fizi¢ku prirodu proizvoda magnetske indukcije i povrsine, zbog
egajejedinicaveber, Whb=Tm?

Za fluks vektora magnetske indukcije vaZi zakon o konzervaciji fluksa. Po ovom
zakonu, izlazni fluks vektora B krozma koju prostorno zatvorenu povrSinu jednak je nuli:

fBds=0 (476)
S

Ako se radi o zatvorenoj povrdini, to se izrazava kruZicem na integralu. Ovg zakon
iskazuje princip neprekidnosti linija vektora magnetske indukcije koje se zatvargju same u

sebe. Za polje B kaZze se da je bezizvorno polje. To znadi da ne postoji izvor magnetske
indukcije.

Slika12.2. Povr&ine Sy, S, i S; oslonjene naistu konturu C.

Ako postoji neka kontura oznatena sa C, kao na dlici 12.2., na nju se moze ogloniti
ravna povrdina Sy, ili nekaispupéenapovrSinakao S, ili nekatreca povrSina, naprimer S;.

Fluks je isti kroz sve ove povrSine koje su oslonjene na istu konturu C, kao na dlici
12.2. PovrSine S, i S, obrazuju jednu prostorno zatvorenu povrSinu (S+S), a takode su
prostorno zatvorene povrsine one koju ¢ine S, i S, ili S 1 S, | sve se one odanjgju na istu
konturu C. U svim ovim slu¢ajevima, fluks kroz prostorno zatvorenu povrdinu je jednak nuli,
§to se matematicki zapisuje na slede¢i nagin:
§BdS=¢,-¢,=0 (477)
S+S,

|z prethodnog izraza proizilazi dasu ¢, i ¢, suprotni, jer su normale orijentisane u
odnosu na konturu C u istu stranu, ali u odnosu ha zatvorenu povrSinu S;+S, jedna hormala je
orijentisana ka njenoj unutrasnjosti (d_éﬂ_ ), adruga ka spoljasnjosti (d§2 ). 1z ove jednacine se
odmah dobija:

b =0, (478)
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12.4 Amperov zakon

Magnetsko polje je posledica kretanja naglektrisanja. To moze da bude tok elektricne
struje u provodnicima, ali i uopSteno bilo koje kretanje naglektrisanja. U slucgjevima kada se
radi o poljima u okolini provodnika u kojima tece struja, polja zavise od geometrijske
konfiguracije strujnih provodnikai od jacine struje u njima.

Amperov zakon ustanovljava odnos izmedu magnetskih polja u vakuumu i struja koje
proizvode ta polja.

Slika 12.3. Kontura C koja obuhvatartri strujely, | 5i 1 5.

Po Amperovom zakonu, linijski integral vektora magnetske indukcije po proizvoljnoj
konturi C proporcionalan je zbiru jednosmernih struja koje ta kontura obuhvata

fB A =poY 1, (479)
S+S, k=1
llustracija konture C koja obuhvatatri strujely, 1 ;i | 3 prikazanaje nadlici 12.3.

Koeficijent proporcionalnosti izmedu integrala na levoj strani prethodnog izraza i
sume na desnoj strani naziva se magnetski permeabilitet, i u vakuumu iznosi p, =4r-10"
Tm/A. Koristi sei jedinica henri po metru, H/m.

Amperov zakon dgje vezu izmedu magnetske indukcije B i stacionarnih struja koje je
proizvode. Amperov zakon se potvrduje eksperimentalno i iz njega proizilaze tri posledice:

1 Vrednost linijskog integrala

TE d’ (480)
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zavisi samo od krajnjih tacaka putanje M i N, ali nei od oblika putanje.

2. Kada se integracija vrS po zatvorenoj konturi C koja ne obuhvata jednosmerne struje,
vrednost integralaje nula.

3. Kada kontura C obuhvata struje I,, vrednost integraa je jednaka proizvodu
permeabilitetai struje I, .
Amperov zakon omogucava da se lako odredi magnetska indukcija u slu¢gjevima u

kojima postoji visok stepen simetrije poljai da se zna kvalitativan oblik polja. Na slede¢im
primerima bic¢e pokazana primena ovih relacija

12.4.1 Magnetsko polje beskonaénog pravog provodnika kruznog preseka kroz
koji proti€e stalna struja

Magnetsko polje beskonatno dugog pravog provodnika, kruZznog poprednog preseka
sa poluprecnikom a, kroz koji protice jednosmerna struja |, tangencijalno je na krugove koji
leze u ravni normalnoj na provodnik i koncentrié¢ni su sa provodnikom.

]

Slika 12.4. Magnetsko polje B koji pravi beskona¢no dugacak provodnik (kroz koji tece
strujal).

Koristeci Amperov zakon moze da se odredi intenzitet vektora B. Unutar provodnika,
kada je rastojanje od centra provodnika manje od poluprecnika, intenzitet polja linearno raste
sa rastojanjem, tako $to je obuhvacen veci broj naelektrisanih cestica koje se krecu. Na
rastojanjimavecim od poluprecnika, vektor B ima manje vrednosti.

U oblasti gde je rastojanje od centra manje od poluprecnika, r < a, cirkulacija vektora
B po kruznoj konturi koja je paralelna sa ravni preseka provodnika, daje sledece vrednosti za
integral:

§Bdl =B2nr =u0|—2nr2 (481)
S na

Vektor B (u pravcu tangente na kruznu konturu) i vektor dr (duz konture) su kolinearni
vektori, $to zna¢i da je ugao izmedu njih jednak nuli, a kako je kosinus ugla jednak jedinici,
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vektorski proizvod jednak je skalarnom proizvodu. Za struju koja je obuhvacena konturom
moZe da se odredi kao gustinastruje (1 /ma®) puta povr&ina konture (rir?).

B:;:’;Zr, r<a (482)

Za kruzne konture unutar provodnika koje su na rastojanju r, B linearno raste do
vrednosti kada je rastojanje jednako poluprecniku provodnika, r = a, kada B postaje

Bl g (483)
2na
U oblasti izvan provodnika, kada je kruzna kontura na rastojanju vecem od poluprecnika kruga,
r>a, dobijasedajeintegral konstantan:
§Bdl = B2nr = p,| (484)
G,
Kontura obuhvata celokupnu struju I, tako da se dobija:

g Mol (485)
2nr

Prethodni izraz se naziva Bio-Savarov zakon. Ovg zakon pokazuje da magnetska
indukcija opada recipro¢no sarastojanjem od provodnika.

Obe relacije za magnetsku indukciju, unutar provodnika i izvan njega, imaju istu
vrednost na rastojanju jednakom poluprecniku provodnika kruznog preseka, za r = a, kao §to
jeilustrovano nadlici 12.4.

12.4.2 Polje u torusnom namotaju i u neograniéeno dugom solenoidu

Posmatrajmo torus kruznog preseka precnika d, koji ima unutraSnji polupre¢nik Ry i
spoljasnji poluprecnik R,, gusto i ravnomerno namotan sa N navojaka provodnika kroz koje
tecastanastrujal, kao 3to je prikazano nadlici 12.5.

Kroz namotgj proti¢e struja | koja stvara magnetsko polje po srednjoj liniji torusa
poluprecnikar :

r=RR ; R (486)

Magnetsko polje je tangencijalno na kruznicu poluprecnikar koja je u sredini torusa
Primenom Amperovog zakona na konturu C dobija se

§Bdl = B2nr = i, NI (487)
C
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torus

s

d. Ry

=15 .
=R

=R

H_‘.-.
Slika 12.5. Torussa N provodnih navojakai jednosmernom strujom | kroz navojke.
Kontura C obuhvata N struja (za svaki navojak). Konatno se za magnetsku indukciju dobija
N
B=poo—1 =pevl (488)
2nr

Uveden je novi pojam poduzna gustina namotaja (v = N/2xr ). Jedinica za poduzna gustina
namotaja je broj navojaka po jedinici duzine srednje linije torusa.

Kada srednji poluprecnik neograni¢eno raste, torus se pretvara u neograni¢eno dug
solenoid. Kada je duZina solenoida konatha i moZe se smatrati velikom u poredenju sa
dimenzijama popre¢nog preseka, $to je ekvivalentno uslovu da je poluprenik sredine torusa
znatno vedi od poprednog prednikatorusa, d =R, — R, precnika r >>d , magnetska indukcija
u unutrasnjosti solenoida odredenajeizrazom B=pvl .

12.5 Amper-Laplasova formula za polje strujnog
elementa

Amper-Laplasova formula definiSe magnetsku indukciju u okolini provodnika sa
jednosmernom strujom. Ilustracija Amper-Laplasove formule dataje nadici 12.6.
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Slika 12.6. Magnetsku indukciju u okolini provodnika kroz koji te¢e jednosmer na
strujal.

Element strujnog provodnika di orijentisan je u smeru struje |. Strujal stvarau tacki
M u blizini provodnika magnetsku indukciju dB. Prava na kojoj se naazi di i tatka M
odreduju ravan u kojoj se nalazi vektor koji povezuje di i tacku M. Radijus-vektor poloZgjau
odnosuna di oznasen jesa R,i zaklapa ugao o sa vektorom d 1. Normalno naravan kojaje
odredenasa d1 i tatkom M, nalazi se vektor dB koji moze da se odredi sledecom relacijom:

o = Hol A xRy (489)
4n R

Uvedena je oznaka Ec; za ort vektora R . Modul vektora magnetske indukcije se odreduje iz
prethodne relacije:

dB_u_OIdISinoc

490
i R? (490)

Pravac vektora magnetske indukcije je normalan na povrsinu koju definisu di i ﬁ, a smer
kao Sto to predvida vektorski proizvod.

Amper-Laplasova formula je ustanovljena intuitivno, a potvrdena je u svim
slu¢ajevima kada se primenjuje za izradunavanje magnetskih polja konacnih strujnih kontura.

12.5.1 Polje pravog strujnog provodnika ograni€ene duzine

Posmatrajmo provodnik duZine L, postavljen duZ x-ose, kroz koji protice struja | u
pravcu i smeru x-ose (kao §to je ilustrovano na dlici 12.7.). U tacki M, navisini d iznad x-ose,
element provodnika dx sa strujom | stvara, prema Amper-Laplasovoj formuli, elementarnu
magnetsku indukciju koja je normalna na ravan koju ¢ine x osai tacka M, anadlici 12.7. ima
smer ka nama (smer je ilustrovan u trodimenzionom prostoru haslici 12.6). Modul se dobija po
slede¢oj formuli:
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B u_ol dxsinv
4 R?

Da bi se uprostio prethodni izraz koji sadrZi tri promenljive (X, v i R), uvode se
slede¢e smene:

dB (491)

Rdv =dxsinv

d . (492)
—=89nv
R

1 i L1

Slika 12.7. Pravi provodnik kona¢ne duZineL kroz koji tee strujal.

Kako se ovde radi o provodniku konatne duzine L, potrebno je izvrsiti integraljenje
po svim segmentima provodnika. Ngjjednostavnije je da se integracija predstavi po uglu v u
granicama v, <v<v, od pocetka do kraja provodnika L. Konstantan deo moZe da se izvuce
ispred integrala, tako da ostgje da se integracija obavi samo po uglu koji tacka M zaklapa sa
krajevima provodnika:

B= % J.Si noudv
gt (493)
I
= ; r(;d (cosv, —cosv,)
Prethodni izraz daje vrednost magnetske indukcije u tacki M koja se nalazi na
rastojanju d od x-ose (rastojanje od prave se raguna tako $to se posmatra pod uglom od 90° u
odnosu ha pravu na kojoj se nalazi provodnik duZineL).

Pretpostavimo da je provodnik veoma dugacak, teorijski beskonatno dugacak, tako
§to se duzina provodnika L beskonacno produzi, tada uglovi pod kojima se vidi tacka M sa
krgjeva beskonagno dugackog provodnika teze ka v, -0 i v, - n. Sada moZe da se odredi
vrednost magnetske indukcije za polje u okolini beskona¢no dugog pravog provodnika kroz
koji tece jednosmerna strujal:

p=tol (494)
2nd
Ukoliko se tacka nalazi na rastojanju u blizini provodnika tako da je rastojanje od
provodnika znatajno manje od duZine provodnika, tada se ova relacija moZe koristiti kao
aproksimativnai za provodnike konaéne duzine.
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Prethodni izraz se naziva Bio-Savarov zakon i on odreduje modul magnetske
indukcije. Laplasova formula odreduje pravac i smer polja, kao Sto jeilustrovano nadlici 12.8.

B \ B

Slika 12.8. Magnetsko polje beskonaénog provodnika kroz koji te¢e jednosmerna strujal.

| zgled magnetskog polja u okolini beskonatnog pravog provodnika sa jednosmernom
strujom | prikazan je nadlici 12.8. zadva smera struje.

Orijentacija polja zavisi od smera struje, a pravilo za odredivanje smera struje naziva
se pravilo desne zavojnice: ako se palac desne ruke postavi u smeru struje, tada ostali prsti
desne ruke odreduju smer polja.

12.5.2 Polje kruzne strujne konture

Posmatrajmo provodnu konturu koja se nalazi u nekoj ravni i kroz koju tece strujal.
llustracija ovakve konture koja se zove strujna kotura prikazana je na dici 12.9. U tacki M,
koja se nalazi na osi normalnoj na ravan kruzne konture sa jednosmernom strujom | i prolazi

kroz njeno srediste, magnetska indukcija predstavlja zbir indukcija dB koje u tacki M stvargju
dementi konture d | , Simetri¢ni u odnosu na centar konture i orijentisani u smeru proticanja
struje. Parovi takvih elemenata stvargju u tacki M indukcije dB ¢ije se transverzane

komponente ponistavaju, a aksijalne komponente sabirgju. Elementarna aksijalna komponenta
takve magnetske indukcije odredena je izrazom:

dB = Ho! OysianO' da
4R 4r RZ R

(495)

Ukupna indukcija dobija se kao zbir svakog elementarnog dela konture di, od kojih svaka

ima simetri¢cnu komponentu na delu konture koja je na suprotnoj strani konture. Ako su
elementarni delovi konture veoma mali, zbir se pretvarau integral:

B= Hodl Zﬂadl _ pod’l

496
4nR? 4 2R (496)
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Slika 12.9. Kruzna kontura polupr eénika a kroz koju te¢e jednosmerna struja l.

Kada se rastojanje elementarnog dela konture iskaze preko rastojanja tacke M od
centra konture, ovgj izraz moze da se napiSe u dedecem obliku:
Hol a’
B=""7—""—> 49
2 @) “en

12.5.3 Polje na osi solenoida

Solenoid je provodna Zica koja je namotana oko zamiSljenog valjka duzine L i
poluprecnika a. Na krajeve solenoida se prikljucuje elektriéno kolo koje proizvodi struju I, kao
&to je prikazano nadici 12.10. levo.

Provodna Zica ima konatni poprecni presek, tako da gusto namotana provodna Zica
moZe da ima konacan broj navojaka oko valjka. MoZe da se uvede novi pojam, poduzna
gustina namotaja, koja pokazuje koliko je namotgja namotano na solenoidu duZine L. Poduzna
gustina namotaja se meri u jedinicama 1/m:

N
v=— 498
C (498)
Kroz elemenat solenoida duZine dx tece struja:
vidx = % dx (499)
‘ -~
i
1 1 '
f /
f X

Slika 12.10. Za solenoid duZine L i polupreénika a, sa N navojaka (levo), skica za
proracun magnetskeindukcije kada kroz solenoid protié¢e jednosmerna strujal (desno).

Svaki strujni element solenoida stvara u tacki M magnetsku indukciju:
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Hod” NI
4R® L

Rezultantna magnetska indukcija u tacki M moze da se odredi integracijom, a
najjednostavniji nacin je da se elementarna magnetska indukcijaiskaze preko ugla:

dB = dx (500)

2 QA2
gp= b SONL A9 _ oMl g g g (501)
2 a L sng 2L

Vrednost integrala zavisi od uglakoji tacka M zaklapa sa prvim i poslednjim navojem
solenoida:
9,
B=“°—2VI [sing dSz%(cosS}l —c0s9,) (502)

9
Ako se posmatra solenoid ¢ija je duzina znatgino veta od rastojanja tacke M od

krajeva solenoida, i tacka se nalazi u solenoidu, Sto teorijski moze da pretpostavi da je duzina
solenoida beskonacna (L — o), uglovi ¢eteziti 3, >0 i §, - n, odakle se dobija

B= “OZV ! (c0s0— cosm) = gy (503)

Ovgj izraz dobijen pomo¢u Amperovog zakonaima prakti¢ni znaca.

12.6 Strujna kontura u magnetskom polju

Neka se u homogenom magnetskom polju indukcije B, nalazi kruta kontura stranica

ai b (kojaima povrSinu S=ab) a kroz koju proti¢e jednosmerna struja |. PovrSina konture S
zaklapaugao 8 sapravcem magnetskog polja 5; , kao &o je pokazano nadlici 12.11.
Na stranice konture deluju Lorencove sile u naznatenim smerovima kao na dlici. Sile

koje deluju na paralelne strane jednake su po intenzitetu, ali su suprotnih smerova. Sile F, koje

deluju na stranice b imaju istu napadnu liniju; ove sile se ponistavaju (posto je kontura kruta,
ne moZe da dode do pomeranja konture niti do raskidanja konture). Sile F koje deluju na
stranice a nemaju istu napadnu liniju, ¢ine spreg sila koji teZi da okrene konturu u smeru
kazajke na satu (da je kontura u¢vritena, ona ne bi mogla da se okrece; u ovom primeru
pretpostavljamo da kontura moZe da se okre¢e oko ose koja je normalna ha magnetskog polja

EO). Moment spregaovih silajeisti
T =Fbsing (504)
Sila F se moZe odrediti iz sledec¢eg izraza

F=laxB, (505)

Ugao izmedu ai E(; jen/2, tako da se moZe izratunati modul sile:
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F =laB, (506)

Slika 12.11. Kruta strujna kontura u homogenom magnetskom polju (levo), (desno).

Zamoment sprega sada se dobija
T =labB,siny=1B,sin9 (507)

Povrdina S=ab oznatava povrdinu konture. Prethodni izraz moze da se napise i u
vektorskom obliku:

— —_—

T=1SxB, (508)

Na slici 12.11. vektor povrSine S je orijentisan u smeru magnetske indukcije B koju
stvara struja kroz konturu | (kada posmatramo sliku 12.11 desno, tatka u krugu popre¢nog
preseka provodnika * pokazuje da je smer struje ka nama, a znak x u krugu popre¢nog preseka
provodnika daje smer struje od nas). Spreg silatezi da postavi konturu u poloza) maksimalnog

fluksa magnetske indukcije B, kroz konturu, odnosno da postavi vektor Bu pravac i smer

vektora 5.5 . Jedinica za moment spregaje Nm.

12.7 Magnetsko polje u prisustvu materije

Do sada je anaizirano magnetsko polje u vakuumu, u odsustvu bilo kakve supstance.
Kada se magnetsko polje primeni na materiju, onda se mora voditi ratuna o tome da se
materija zamidlja kao skup atoma. U ovoj knjizi usvoji¢cemo model atoma po Borovoj teoriji,
koji se sastoji od pozitivnog nepokretnog jezgrai negativno naglektrisanih elektrona koji kruze
oko jezgra.

KruZenje elektrona oko jezgra moZe se smatrati jednom kruznom strujom jacine I.
Ova kruzna struja stvara sopstveno magnetsko polje. Kada se na neku supstancu primeni
spoljasnje magnetsko polje indukcije B,, onda na svaku takvu strujnu konturu svakog atoma
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deluje spreg sila. Ako se sa S predstavi povrdina strujne konture, za atome se definiSe veli¢ina
koja se naziva magnetski moment elektrona

m=13 (509)

Magnetski moment elektrona se meri u jedinicama An. Ako se prethodni izraz unese
u izraz za moment sile koja deluje na atom u spoljasnjem magnetskom polju indukcije B,
dobijase

—

T=mxB, (510)
Vektorski zbir magnetskih momenata elektrona po jedinici zapremine materije dae
makroskopsku veli¢inu koja se naziva vektor magnetizacije;
Moz (511)
AV
Jedinicama za vektor magnetizacijeje A/m.

U odsustvu magnetskog polja magnetski momenti elektrona su slu¢ajno orijentisani u
prostoru, zbog ¢ega je njihova rezultanta jednaka nuli, odnosno, vektor magnetizacije jednak je

nuli, M =0, kao sto je prikazano nadlici 12.12. levo.

sl W e e
My e S
S e N e f
NS e NS
T e T e S,
A o ——ee SN
Yot chcwet? 40l M, s S
=™, e o
N et S

f N\

Slika 12.12. Orijentacije magnetskih momenata elektrona levo u odsustvu i desno u
prisustvu magnetskog poljaindukcije E,S .

ol

-

-

Kada se na neku supstancu primeni magnetsko polje indukcije B,, na atome deluje
moment koji orijentiSe magnetske momente elektrona u smeru B,, zbog cega vektor

magnetske indukcije M vige nije jednak nuli. Unutar supstance se dobija dodatna magnetska
indukcija B’ , proporcionalna vektoru magnetizacije

B =p,M (512)
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Koeficijent proporcionalnosti p, odgovara elementarnim atomskim strujama koje se
nalaze u vakuumu, zato &to se u modelu atoma pretpostavlja da je meduatomski prostor prazan.

Rezultuju¢e magnetsko polje je jednako zbiru EO i B
= T rvill & —
B=By+u,M =p, +M (513)
Ho
MoZe da se uvede nova velicing, koja se naziva vektor jatine magnetskog polja
H= E/ W, , tako da prethodni izraz postsje:
By [H+M) (514)
Jedinica za jatinu magnetskog polja je A/m. 1z prethodnog izraza se za jacinu

magnetskog polja moze izvesti slededi izraz

H-B_wv (515)

=0, (516)

U odsustvu supstancije (M =0) prethodni izraz se svodi naizraz koji pokazuje da je
linijski integral vektora magnetske indukcije po proizvoljnoj konturi C proporcionalan zbiru
jednosmernih struja koje ta kontura obuhvata.

V ektor magnetske indukcije proporcionalan je jacini magnetskog polja
M =yxH (517)
gde je x magnetska susceptibilnost neimenovan broj.

Dabi eliminisali M iz prethodnog izvodenja, prethodni izraz se koristi da se svuda gde
je M zameni sa H; stoga se dobija:

B =po(L+7)H = o, H (518)
Uvodi se novi pojam magnetski permeabilitet supstancije, 1, Sto omogucava da se

dobije jednostavniji izraz:
B=puH (519)

Relativni magnetski permeabilitet 1, je neimenovan broj:

n, =1y =" (520)
Mo
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Relativan magnetski permeabilitet pokazuje koliko puta je veti magnetski
permeabilitet odredene supstance od magnetskog permeabiliteta vakuuma.

Postoje tri vrste supstanci u zavisnosti od velicine relativnog magnetskog
permeabiliteta

<1, dijamagnetski
u,4>1 paramagnetski (521)
>>1, feromagnetski

Kod dijamagnetskih materijala magnetski momenat elektrona jednak je nuli u
odsustvu spoljasnjeg magnetskog polja. Primena spoljasnjeg poljaizazivaindukciju struje koja
stvara, sa svoje strane, magnetsko polje koje je, prema Lorencovom pravilu, suprotne
orijentacije od polja koje ga prouzrokuje. Zato se primenom polja na dijamagnetike dobija
rezultujuce polje manje od primenjenog polja, B=p,B, < B, . Ovg efekat se javlja kod svih
materijala, ai je dabije izrazen od paramagnetizma i zato se zapaza samo kod materijala koji
nisu paramagnetski. U tabeli 12.1 prikazana je magnetska susceptibilnost za nekoliko
dijamagnetskih materijala.

Tabela 12.1. M agnetska susceptibilnost nekih dijamagnetskih materijala pri sobnoj

temperaturi
Vrstamaterijala r=u, -1
olovo -3,2-10°
srebro -2,6-10°
bizmut -1,7-10°
etil alkohol -1,3-10°
bakar -9,7-10°
ugljen-dioksid (1 atm) -1,1.10°
azot (1 atm) -5,4-10°

Kod paramagnetskih materijala magnetski momenat elektrona postoji i u odsustvu
spoljasnjeg magnetskog polja. Za takve atome se kaze da su polarni. U odsustvu spoljasnjeg
magnetskog polja magnetski momenti elektrona su slu¢ajno orijentisani, a kada se primeni
spoljasnje polje, onda dolazi do njihovog uredivanja i stoga do povecanja rezultujuceg polja,
B=p,B,>B,. U tabeli 12.2 prikazana je magnetska susceptibilnost za neke paramagnetske
materijae (ova primer je prikazan nadlici 12.12.).

Kretanje atoma pod dejstvom toplote u supstancama remeti ureden raspored atoma u
prisustvu spoljasnjeg magnetskog polja, to je razlog da se rezultuju¢a magnetska indukcija
smanjuje na visim temperaturama. V ezu izmedu vektora magnetizacije i temperature ustanovio
je PFjer Kiri.
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Tabela 12.2. M agnetska susceptibilnost nekih paramagnetskih materijala pri sobnoj

temperaturi
Vrsta materijala r=u, -1
Gd,03 1,2-10°
CuCl, 35-10*
hrom 33-10*
volfram 6,8-10
auminijum 2,2:10°
magnezijum 1,2.10°
kiseonik (1 atm) 1,9-10°
vazduh (1 atm) 3,6:10"

Feromagnetizam se javlja u materijalima koji imaju vektor magnetizacije razlicit od
nule (polarni materijali) ¢ak i u odsustvu spoljasnjeg magnetskog polja. Kod feromagnetskih
materijala je jak uticg izmedu obliznjih atoma, tako da kada se jednom urede, odrzavaju
poredak i po ukidanju spoljasnjeg magnetskog polja. Supstanca ostgje trajno namagnetisana.
Primeri ovakvog materijala su gvozde, kobalt, nikal i njihove legure. Uzajamno dejstvo medu
susednim atomima koje izaziva feromagnetizam moZe da se odlabi poviSavanjem temperature
supstancije. Temperatura pri kojoj feromagnetici postaju paramagnetici zove se Kirijeva
temperatura.

Pojacanje rezultuju¢eg polja u feromagneticima pri promeni spoljadnjeg magnetskog
polja moZe da bude znacajno.

Rezultuju¢a magnetska indukcija moZe da postigne vrednosti 10° do 10* puta vece od
vrednosti magnetske indukcije spoljadnjeg magnetskog polja. Magnetski permeabilitet p
feromagnetskih materijala nije konstanta, niti je ukupna magnetska indukcija B linearna
funkcija jacine magnetskog polja H . Zavisnost B=B(H) se zove kriva magnecenja i ima
oblik prikazan na dici 12.13. Pri povecanju jatine primarnog magnetskog polja H ukupna
magnetska indukcija nelinearno raste do vrednosti zasi¢enja, koja se postiZe pri vrednosti polja
H, . Pri daljem povecanju polja, B ostaje nepromenjeno. Pri smanjenju polja na nultu
vrednost, B padanavrednost B, remanentne indukcijei tu vrednost supstanca zadrZzava. Kaze
se da je feromagnetik namagnetisan i da je postao permanentni (stalni) magnet. MoZe da se
razmagnetiSe primenom spoljasnjeg polja suprotne orijentacije do vrednosti —H, koercitivnog
polja pri kojoj pada na nulu. Ako bi se nastavilo sa povecanjem spoljadnjeg polja do vrednosti
—H,,, materija bi se opet namagnetisala i zadrzala vrednost —B, posle ukidanja spoljasnjeg
polja. Tako se dobija cikli¢na kriva magne¢enja koja je ilustrovana na dlici 12.13., a koja se
naziva histerezisni ciklus.
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Slika 12.13. Histerezisni ciklusi kriva magnetizacije.

12.8 Faradejev zakon elektromagnetske indukcije

Posmatrajmo prav provodnik koji se krec¢e brzinom v popreko na linije sila magnetskog
polja indukcije B koji stvara stalni magnet. Zbog ovakvog kretanja, slobodni nosioci
nael ektrisanja u provodniku (elektroni) izloZeni su dejstvu Lorencove sile;

F=quxB=—evxB (522)

Sila koja deluje na elektrone (koji se krecu zato &to se krece provodnik) potiskuje ih
na jednu stranu provodnika, zbog ¢ega postoji manjak elektrona na drugoj strani. Ako se
elektroni krecu u provodniku, to moZe da se interpretira kao da postoji elektri¢no polje E na
krajevimaprovodnika. To polje moze daseizrazi nasledeci nagin:

=vxB (523)

MoZe da se uvede novi pojam, el ementarna indukovana el ektromotorna sila de nadelu
provodnika duzine dl kojaiznosi

S

de=Ed =(vxB)d (524)

Ukupna elektromotorna sila koja se stvara na delu provodnika izmedu dve tacke, na
primer izmedu tacke A i tatke B moZe da se odredi integrajenjem elementarnih
elektromotornih sila:

£= JB'((/X g)a (525)

Koristeci osobine meSovitog vektorskog proizvoda, prethodni izraz moZe da se napise
u slede¢em obliku:
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e~ [Bluxd) (526)

A

Ako seradi o zatvorenoj konturi, tada se dobija:
e=§vxB)d (527)
(03

Prethodna relacija moZe da saizrazi preko magnetskog fluksa koji odgovara povrsinu
koju obuhvati provodnik:
_do

= 528
6=y (528)

Prethodni izraz predstavlja Faradejev zakon elektromagnetske indukcije.

Indukovana elektromotorna sila se stvara kada se menja fluks u vremenu kroz
provodnu konturu. Jedna od moguénosti je da se kontura kre¢e u stalnom magnetskom poljul.
Druga mogu¢nost jeste da se provodna kontura ne krece, ali se menja magnetsko polje (na
primer magnetsko polje se menjajer ga stvara kalem kroz koji tece promenljivastruja).

Razlog proticanja struje, pojava viska elektrona na jednom kragju provodnika i manjak
elektrona na drugom kragju provodnika je indukovana elektromotorna sila.

12.9 Lencovo pravilo

Zamidlimo kruti Zi¢ani ram po kome klizi pravi provodnik i neka se tgf ram nalazi u
homogenom magnetskom polju indukcije B'. Iako je kontura u homogenom polju, zatvorena
kontura koju ¢ini ram i pokretni provodnik menjgju povrS zatvorene konture, o je
ekvivalentno promeni fluksa kroz konturu. Na osnovu Faradejovog zakona, promena fluksa
stvara elektromotornu silu. Postojanje indukovane elektromotorne sile je uzrok proticanja
struje kroz Zi¢ani ram pocev od jedne tacke dodira pokretnog provodnika preko rama do druge
tacke pokretnog provodnika.

Struja koja se stvara u Zi¢anom ramu, na osnovu Bio-Savarovog zakona, stvara
magnetsko polje indukcije B'’. Zavisno od toga u kom smeru se kre¢e pokretni provodnik i da
li se povecava ili smanjuje povrsina konture koju ¢ine ram i pokretni provodnik, magnetsko
polje B’ sesabiraili oduzimaod B'.

Lenc je formulisao pravilo po kome je indukovano magnetsko polje takve orijentacije
da se suprotstavlja promeni koja gaizaziva.

U dlugaju kada se povrdina konture smanjuje, zbog ¢ega se smanjenje fluks, indukcija
sekundarnog polja (B'’) doprinosi fluksu kroz konturu, tako $to se suprotstavlja njegovom
smanjenju.

U ducgu da se povetava povrSina konture, zbog ¢ega se povecava fluks, indukcija B’
je takvada se suprotstavlja povecanju fluksa.
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12.10 Koeficijent induktivnosti

Neka postoje dve nezavisne kruzne konture (C, i C,) sajednosmernim strujama (l 1 i ).
Svaka od njih na svojoj osi stvara magnetsku indukciju. Indukcija jedne konture stvara kroz
drugu konturu magnetski fluks, koji zavisi od geometrijskih parametara konturai od struje kroz
drugu konturu. MoZe da se definiSe koeficijent proporcionanosti Li, koji se naziva koeficijent
medusobne induktivnosti (ili samo medusobna induktivnost):

b, =Lyl (529)

Medusobna induktivnost zavisi samo od geometrijskih parametara kontura. Koeficijent
medusobne induktivnosti ima fizicku prirodu koli¢nika magnetskog fluksa i struje, zbog ¢ega
jejedinicahenri (H=Wh/A).

Ako postoji viSe kontura kroz koje proti¢e jednosmerna struja, ukupan magnetski fluks
kroz jednu konturu bic¢e jednak zbiru svih flukseva, koji poti¢u od svih kontura (ukljucujuéi i
konturu za koju se racuna fluks, kao i fluks koji poti¢e od nekih drugih polja). Ako su struje u
svim ostalim konturama jednake nuli, osim u onoj za koju se raéuna fluks, tada se on moze
izraziti preko koeficijenta sopstvene induktivnosti (skraceno sopstvena induktivnost).

Induktivnost se moZe izratunati za razli¢ite konstrukciji, o zavis od medusobnih
uticaja namotaja i dimenzija (solenoid bez jezgra, solenoid sa feromagnetnim jezgrom, torusni
kalem, koaksijalni kabl ili dvoziéni kabl). Za solenoid koji ima vazduh (permeabilnost p,) kao

cilindar (povraine poprecnog preseka Si duZine d) na koji se mota N navojaka provodne Zice,
induktivnost moZe da se izraguna po slede¢oj formuli:

L= pOKN2§ (530)

Konstanta K moze dabude 1, $to zavisi od dimenzija kalema.

Induktivnost koja se odreduje na ovgj nacin je jedan od tri elementarna pasivha
elementa. Zavisnost napona na kalemu i struje kroz kalem ve¢ je opisan aranijim poglavljima
(kola sa promenljivim strujama, kola sa naizmeni¢nim strujama).

U struénoj literaturi se mogu naci brojni primeri koris¢enja kalema, ali i spregnutih
kola, gde se koristi medusobna induktivnost da bi se realizovali razliciti efekti, zakoje bi inace
bio potreban veliki broj elektricnih elemenata.

Pojava integrisane tehnologije omogucava da se efekti koje stvargju kalemovi dobiju
kori&enjem aktivnih komponenti i kondenzatora, 3to je neuporedivo jednostavnije za
kori&tenje u masovnoj proizvodnji elektricnih uredaja. Jedan od razloga da se kalemovi manje
koriste u uredgjima koji obraduju govorni opseg ucestanosti jeste tgj da su tolerancije cesto
previSe Siroke da bi se osigurao ispravan rad u realnim uslovima (uticaj temperature, vlaznosti).

Sa druge strane, kada nije potrebna prevelika tachost induktivnosti, tada su elementi prakti¢no
nezamenljivi, ka Sto je primer transformatora i prigusnica. Medutim, ¢ak i u ovoj oblasti se
pojavljuju efikasni uredaji kao Sto su DC-DC konvertori ili kola na bazi tranzistora i
kondenzatora.
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snik RS”, br. 84/2004, 86/2004 (ispr.), 61/2005, 61/2007 i 93/2012), Odlukom Senata
Univerziteta Singidunum, Beograd, broj 260/07 od 8. juna 2007. godine, ova knjiga je
odobrena kao osnovni udzbenik na Univerzitetu.
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