
(/;~··; ____ _,.., B.l Urod 

gdje su poeetni uvjeti zadani 

y == Yo za x = xo, tj. y(xo) ==Yo. 

Problem iznalaienja rje8enja diferencijalne jednadZbe koje zadovoljava dane poeetne 
:t~Y.iete--wv~- se C;iu.Wyjev problem-iii problem s poeetnim uvjetima Sa 
stanoviSta egzistencije rje8enja Oauchyjeva problema za diferencijalnu jedna~ou 
(1.2) iskazujemo bez dokaza ovaj teorem. 

Teorem B.l (Peano) Ako je u diferencijalnoj jednadzoi 

y' = f(x,y) 

zadana junkcija f neprekidna na pravokutniku P danom sa 

lx- xol ::; a, IY- Yo! ::; b, 

onda postoji barem jedno rje8enje diferencijalne jednadzoe koje za::.l011o
ljava pocetne uvjete 

y = Yo za x = xo. 
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U vezi s problemom jedinst.venosti rjffienja Cauchyjeva problema navodimo 
bez dokaza sljedeei teorem. 

I Teorem B.2 (Picard) Ako je u diferencijalnoj jednadzoi 

' y'=f(x,y) 

zadana funkcija f neprekidna na pravokutniku P danom sa 

lx - xol ::; a, IY- Yo I ::; b, 

i ako ima ograaenu parcijalnu derivaciju *' tj. I 81~·11 ) / ::; K za s-r;aki 

(x, y) ::; P, onda diferencijalna jednadiba ima jedinstveno rjesenje koje 
zadovoljava pocetne v.vjeie 

y =Yo za x = x0 • 

U prethodnim teoremima moie se oci,jeniti duljina intervala oko :ro na. ko
jem postoji rje8enje. Nairne, zbog neprekidnosti od f na P, zakijucujemo da je f 
ogradena naP. Ako je M ograda., tj. if(x, y)i ::; M za (x, y) E P, or:da. rje§enje 
postoji na intervalu lx- xol < h, gdje je h =min {a, -Jvr}. 

Primjer 1.4 y' = 2y'JYr ima prema Peanovom teoremu rje8enje za pro~zvoljne 
pocetne uvjete. Meautim, rjesenje nije uvijek .iedinstveno. Kroz tocku (0, O) lJCito 

B.l Uvod 

prolaze ova rjesenja 

y == { 
-x2 
x2 

za x::; 0 
za x > 0, 

{ 0 
Y == l x2 

za x::; 0 
za x > 0. 

53 

Razlog ovoj pojavi je da f(x, y) = JfYT nema ograaenu parcijalnu derivaciju U u 
okolini tocke (0, 0). 
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Zadaci 

1. 2yy'3 - (4xy + 2y + 1)y12 + (4xy + 2x + l)y'- 2x = 0. 

2. y'3 - (2..;Y + y2)y'2 + 2y2 ...(Yy':::: o. 
3. y'2 - 2y' + 1 - y +X :::: Q. 

4. y'3 + y12 - y' + 1 = o. 
5. x == e211' - y'2. 

6. y'(x -lny') = 1. 

7. 1J = yy'2 + 1. 

8. y ;, ln(1 + ~p). 
9. y = ~y'x + tv'2 . 

10. xy'- y == lny'. 

11. Odredite krivulju cija tangenta s koordinatnim osima zatvara trokut povrSine 

2a2. 

Rje8enja 

1. (y- a:- C)(y-x2 -O)(y2 -a;- 0) == o. 
2 .. (y - C) [y - (x + 0)2] ( ~ +a; - C) = 0; y = 0 je singularno rjeiienje. 

3. y = x + \x+
4
C)"; y == x je singularno rjeiienje. 

4. (9r +(9)
2 

-~+h=O. 
5. x = e2t- t2, Y:::: e2t (t- }) -~&+C. 

6. x=Inp+~,y=p-Inp+C. 
7. x = t + C, y = ch.t, iii y = ch(x - C); y == 1 je singularno rje8enje. 

8. x = 2arctgp + C, y = ln(l + p2); y = 0 je singularno rje8enje. 

9. X = p2C- 2p, y = ~p3C - p3. 

10. y = Cx -InC; y = lnx + 1 je singularno rje8enje. 

11. xy = ±a2
• 

B.8 Dokaz Pica.rdova teorema ~9 

B.8 Dokaz Picardova teorema 

U tocki B.l citirali smo Peanov i Picardov teorem. Ti su teoremi tamo nave
deni ka.o teoremi B.l i B.2, a odnose se na diferencija.Inu jedna.dzou y' = f(x, y) 
u kojoj je f zadana i neprekidna na pravok1,1tniku P = {(x, y) E R2 : lx- xol :S 
a, IY- Yo I ::; b }. Prvi teorem kaZe da tada postoji rje5enje koje zadovoljava poeetne 
uvjete y = y0 za x = xo, a drugi, uz dodatni uvjet da je parcijalna derivacija ~ 
ogradena naP, da je rjeSenje jedinstveno. Svakako je izreka. o egzistenciji i jedin
stvenosti rje5enja Cauchyjeva problema vainija, pa ovdje zelimo doka..zati Picardov 
.~m i_to pod opCenitijim uvjetima od onih u teo,remu B.2. Tamo smo namjerno. 
izostavili opCenitiju formulaciiu ka.ko bi jaee ista.kli tvrdnje teorema, a l?retpostavke 
iri!~!U?'_r~~~f}!;._EOI!!.OCu -eoznatih EOjmova. Ostale teoreme Picardova tipa, kao upr. 
teorem B.5 i kasnije ovdje neeemo dokazivati. 

petini<:ij!J, B. 7 Za fv.nkcijv. f : [a, b] -> lR kazemo da zadovoljava Lip
schitzov uvjet na [a, b] ako postoji broj L > 0 taka11 da za svake dvije 
vrijednosti x1, X2 E [a, b], vrijedi 

if(x2)- f(xl)l ~ Ljx2- xd. 

Za funkciju dviju varijabli f : P --> lR definiranu na pravokv.tniku P == 
{(x,y) E JR2 : jx- xol ~ a, IY- Yol ~ b} kazemo da zadovoljo.va 
Lipschitzov uvjet naPs obzirom na varijablu y, ako postoji L > 0 
takav da za svaki x, lx - xol :S a i za svake dvije vrijednosti y1 i Y2 1 

IY1 -Yo I ~ b, IY2- Yo I ::; b, vrijedi 

lf(x,y2)- f(x,yl)i ~ LIY2- Yll· 

Nadalje, kaze se da f : P-> lR zadovoljava Lipschitzov uvjet na P, 
ako postoji L > 0 takav da za svake dvije tocke (xl,Yl) i (x2,y2) iz P 
vrijedi 

if(x2,Yz)- f(xl,Yl)i :S L{lx2- x1l + IY2- Y11}. 

Oba ova pojma prosirujv. se na .fv.nkcije viSe od dvije varijable. 

:Lasp.Q je.sada ovo: ako f mw ograni!;renu parcijalnu derivaciju U na p, onda 
f zadovoljava Lipschitzov v.vjet naPs obzirorn na varij:tblu yt> To slijedi odrnah iz 
Lagrangeova teorerna srednje vrijednostil> Fbrrnulirajmo sada Pi.cardO'V teorem kao 
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l \ Teorem B.6 {Picard)._Ako je u diferencijalnoj jednadz'Di 

I 
¥. 

j 
' '· 

y' = f(x,y) (8.1) 

zadana funkciJ·a f neprekidna na provokutniku P definironom sa 

lx-xoiSa; IY-Yol:<:;b, 

i aka f zadovoljava Lipschitzov uvjet na P s obzirom na varijablu y, 
onda diferencijalna jednad.Zba {8.1) ima jedinstveno rje§enje x ,_. y(x) 
koje zadovoljava pocetne uvjete 

Y =yo za x = xo. 

Nadalje, rjeife7lde je definirano i ima neprekidnu derivadju na 

lx- xol $ h =min {a,~}, 

gdje je M ograda funkcije f na pravokutniku P. 

_ ___l)okaz. Dokaz se provodi tako da se koustruira niz aproksimacija trwenog 
rjesenja Yo, y1, ... , 1Jn, ... ciji je !imeR tra.Zeno rje8enje za koje se potom dok<JZe da 

je jedinstveno 1 . 

Ncka je x ,_. y(x) rjesenje od (8.1) definirano na lx- xol :<:; h, i ncka vrijedi 

y(:co) =YO· Tada imamo 

y'(x) = f(x, y(x)), lx- xol :<:; h, 

pa integracijom obiju strana od dobivamo 

X 

y(x)- y(xo) = j f(x,y(x)) dx 

xo 

ili 
X 

y(x) =Yo+ j f(x, y(x)) dx, lx- xol :<:;h. (8.2) 

xo 

1 Citatclj maze i izostaviti dokaz ako zeli, jer je nesto poduzi. Meautim, zelimo istaei rla Je 
dokaz, unatoC duljini, ~ednostavan i instruktiva.n. U dokazu se kori~ti maternatiCki aparat koji 
nam je obii':no poznat s prve godine stud;,: a. Istaknimo jos ito da sam dokaz daje vise, ne samo 
istinitost Pica.rdovog teorema nego i postupak iznalazenja aproksimativnih rjesenja Cauchyjeva 
prol>lE!ma, Sto zovemo rnetoda sukcesivnih aproksimacija. 

B.B Dokaz Picardova teorema 
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Promatrajmo sada integralnu jednadZbu 

X 

y(x) =Yo+ j f(x,y(x)) dx. (8.3) 
xo 

U (8.3) y je nepoznata funkcija, a kako se nalazi pod znakom integrala, takva se 
jednadzba zove integralnajednadZba. Jasno je daje svako rje8enje na.Seg Caucbyjeva 
problema ujedno rje8enje integralne jednadZbe (8.3). Uocimo da svako rje8enje 
integralne jednadzbe (8.3) zadovoljava y(xo) =Yo, tj. na.Se poeetne uvjete. 

Poka.Zimo obrnuto, da je svako rjeilenje integralne jednadZbe (8.3), koje je 
neprekidno na lx -· xol ::; h, za cije vrijednosti vrijedi IY- Yo I ::; b, (tj. graf od 
y ne izla.zi iz pravokutnika P, kako bi f(x,y(x)) bilo del:inirano), ujedno rjeiienje 
na.Seg Cauchyjeva problema. Nairne, ako je y neprekidna na lx - xol :<:; h, a f 
po pretpostavci neprekidna naP, onda je funkcija x H f(x, y(x)) neprekidna na 
lx - xol $ h (ka.o kompozicija dviju neprekidnih funkcija). Time je desna strana 
od (8.2) diferencijabilna funkcija (integral mozemo derivirati po gornjoj granici), a 
kako je to upravo y, dobili smo daje y diferencijabilna na lx-xol :-::; h. Deriviranjem 
(8.2) pox dobivamo day zadovoljava (8.1). 

Treba znaei pronaei neprekidno rje8enje od (8.3) na lx- x0 1 $ h ciji gra£ ne 
izlazi iz P, tj. cUe su vrijednosti u segmentu IY-Yol $b. Nekaje nulta aproksimacija 
konstantna funkcija 

Yo(x) =yo, 

tj. svugdje jednaka poeetnoj vrijednosti YO· Geometrijski to znaei da smo trllZenu 
integralnu krivulju aproksimirali pravcem paralelnim sa x-osi. Kako Yo pripada 
segmentu IY-Yol :<:; b, to je za. svaki x iz lx -xol:::;, a definirano f(x,y0 ), paje time 
s 

"' 
Yl(x) =Yo+ J f(x, Vo) dx 

xo 

definirana na lx- x0 I $ a funkcija y1 koju odabiremo za prvu aproksimaciju rjcienja 
od y. Treba ocijeniti vrijednosti od Yl> da slucajno "ne izlaze" iz P. Zbog neprekid
nosti funkcije f na pravokutniku P funkcija f je ograaena naP, tj. postoji M > 0 
takav da bude lf(x, y)l :<:; M za sve (x, y) E P. Zato imamo 

fy, (x)- Y<>[ ~ V. f(x, Y<>) dxl S: M ·ll dx\ ~ M ·[x- x,[. 

Svakako Ce biti IYl(x)- ·yol :-::; b, ako je M\x- xol :::;, b, sto daje 

b 
1<lx -xo - M 

(8.4) 

cime je eventualno sl!Zen segment na kome se nalazi gra£ od y 1 u P. Dakle, ako za 
x vrijedi lx- xol $a i lx- xol :<:; it, onda smo sigurni da toeka (x, y1(x)) pripada 
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B.8 Dokaz Picard ova teorema 

u P. Time je obrazl<lZena ocjena dana u tekstu teorema 

jx- xol $ h= min {a,~}, 

Sada je na jx- xol $ h definirano j(x,y1(x)), pa mozemo prornatrati funkciju y2 

definiranu s 
"' 

Y2(x) =Yo+ I j(x,y1(x))dx 
:co 

za koju istom procjenom k.ao za Y1 vidimo dana jx- xol $ h = min {a, -if} "ne 
izlazi" iz P. Sada rnoiemo nastaviti postupak uz istu ocjenu segmenta !x- x0 j $ 
h =min {a, if}, pa na tom segmentu dobivamo nJ.z funkcija, Y0.1 y1 , ... , gdje je y, 
defiuirana na jx- xoj $ h s 

Yn(x) =Yo+] f(x, Yn-l(x)) dx. (8.5) 
o:o 

Time su sve funkcije niza {y,..} definirane na istom segrnentu jx - xol $ h i s 
vrijednostima u segmentu IYn - Yol $ b, pa ako postoji y = lim Yn, onda su 

n .... oo 
vrijednosti te funkcije takoder u jy- Yo I $ b. Uocimo jos da su sve funkcije Yn 
neprekidne (cak i diferencijabilne) na lx - xol $ h. 

Dokaiimo sada da je niz {Yn} unifCJrmno konvergentan na jx -· xol $ h, pa je 
prema tome limes neprekidna funkcija s vrijednostimn u jy- y0 j $ b, dakle dobar 
kandidat za rje.Senje integralne jednac!Zbe (8.3). UoCimo da je konvergencija niza 
funkcija 

yo, Y1, Y2, ... , y,.., ... 

ekvivalentna konvergenciji reda 

Yo+ (1/1 -Yo)+ (y2- yt) + .. · + (y,.. - Yn-1) + .. ·. (8.6) 

Nairne, njegova parcijalna suma iznosi s,.. = Yn· Prema tome, dovoljno je dokazati 
uniformnu konvergenciju reda (8.6) na segmentu jx- xol $h. Po Weierstrassovom 
kriteriju dovoljno je na.Ci konvergentan red pozitivnih brojeva koji je majoranta 
reda z= IYn - Yn-11· u tome ce nam pomoei cinjenica da'funkcija f zadovoljava 
Lipschitzov uvjet. Treba dakle ocijeniti apsolutne vrijednosti c1anova reda (8.6). Iz 
izraza za Yl i Y2 imamo 

" 
Y2(x) - Yl (x) =I (f(x, Yl(x))- f(x, Yo(x))) dx, 

:co 

pa za jx - xol < h vrijedi 

jy,(z) -y,(z)l ~ V.lf(z,y,)- f(z,Y<>)Idz 

B.8 Dokaz Picardova teorema /-'. 
l8~) 

Primijenimo li Lipschitzov uvjet na f i tocke (x, Yo) i (x, yt) dobivamo lf(x, yJ) -
f(x,ya)l $ Ljy1- Yol, odnosno 

1!1> - Yd ~ L v.jy, - 11<>1 dz, 

Kako smo vee prije u (8.4) postigli ocjenu IY1- Yo I$ Mjx- xoj, dobivamo 

l., I jx- xol2 
IY2-YIISML [lx-xojdx =ML--_.-. 

Analogna ocjena daje 

ly _ y I < M L2lx- xol3 

3· 2 - 3! ' 

odnosno, indukcijom dobivamo 

jy,.. - Yn-1! $ M Ln-1lx- Xojn 
n! 

Kako (8. 7) vrijedi za svaki x za koji je jx - xol $ h = min {a, f:r}, slijedi 

IYn(X)- Yn-l(x)j $ MLn-1 h~, 
n. 

Pre rna D 'Alamberetovom kriteriju red 

h2 hn 
IYol +Mh+ML- + ... +MLn-1- + ... 

2 n! 

(8.7) 

(8.8) 

je konvergentan i predstavlja traienu konvergentnu majorantu reda (8.6). Dakle, 
red (8.6) konvergira uniformno i ima za sumu neprekidnu funkciju. Oznaf.imo s y 
surnu reda (8.6). Imamo dakle 

y(x) = lim s,(x) = Iimy,..(x), 
n-+co (8.9) 

na jx- x0 j $h. Pokaaimo daje ta funkcija rjeilenje integralne jednadzbe (8.3). U 
tu svrhu doka2imo najprije da vrijedi 

" :c 

lim lf(x,yn)dx= r f(x,y)d.x. 
n-+oo .J 

(8.10) 
:co :co 

Nairne, iz uniformne konvergencije Yn _, y na. [x - z :·.: ~ 1-. st>~i da za. svak.i E > 0 
postoji N, taka.v dan > N, povla.Ci 

IYn(x)- y(x:; <' 
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B.8 Dolalz Picardova teorema 

za sve x iz segmenta /x- xol ::; h. Time zan > N. imamo ocjenu 

I X X I I X I I j f(x, Yn) dx- J f(x, y) dx ::; j lf(x, Yn)- f(x, Y)l dx 
xo xo xo 

::; L lliYn- vi dxl ::; Lelx- xol ::; Lhe 

sto tezi k 0 za E--+ 0, pa je (8.10) dokazano. Da je (8.9) rjesenje od (8.3) slijedi iz 
(8.5) i (8.10), 

X 

lim Yn =Yo+ lim J f(x, Yn-d dx, 
tt-+00 ':?.-+<X! 

xo 

odnosno 
X 

Y =Yo+ j f(x, y) dx. 
xo 

_Ovo.Lillnuti?J. dolgl.zali smo egzistenciju rje§_~~j_ll, prornl!-tranog_ Cau<:;hyjeva P~<!~-
)5!Q!!h_j~_r__ii~.E!gli_!l:__y~Q-ciovoljava diferencija_Lil_ll_j_e1nadzbu_. (8.1). i pocet!le u:;jete _ 
'!L: UQ_za x = x 0 . Da bismo kompletirali dokaz Picardova teorema treba ja3 
.cio~tLj·ty§_ziQ~t rjeEenja_,_. Pretpostavimo-da-]e y* neRo 'i}eseii.je pohiziioi( 
Cauchyjevog problema koje neka je definirano na segmentu !x- xol ::; h' :'S h. Tada 
y• za.dovoljava integralnu jednadZbu (8.3), tj. vrijedi 

X 

y•(x) =Yo+ j f(x,y•(x)) dx. 
:z;o 

Da doka.Zemo da je y*(x) = y(x) za svaki x iz lx- x0 1 ::; h' dovoljno je (zbog 
jedinstvenosti limesa) dokazati daje y• = limn--.oo Yn· Trebadakle ocijeniti /Yn -y•J. 
Tu ocjenu dobivamo_analognim zakljucivanjem kao kod iznali!Zenja ocjene (8.7). 
Nairne, zbog lf(x,y•)/::; M, iz 

lvo-y•/::; lllf(x,y*)/dxl 

dohivamo 
!Yo- y*/::; Mix- xo/. 

B.8 Dokaz Picardova teorema 

Za ocjenu /Y1 - y*l imamo 

IY1- y•l::; ll/f(x,yo)- f(x,y*)l dxl 

::; L lllvo- y*/ dxl::; M L lllx- xo/ dxi = MLix-2~ol2 • 
Analognom ocjenom dobivamo 

IY2 -y•l::; ML21x-x0 13 
3! ' 

i indukcijom 

I ln+I 

ly - v*l < M L" x - xo 
n - (n + 1)! 1 

za svaki x iz /x- xol::; h'. Imamo dakle opeu ocjenu 

htn+1 
IYn -y*l::; MLn (n+ 1)!' 

Kako 
n htn+l M' (Lh')n+l 

ML ---=-· --+0 
(n + l)! L 1

- ' '" 
1 

za n -+ oo2 to slijedi da je 

y• (x) = lim Yn(x) = ?i(x), n--.oo 

,,..;:.:;':, 
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(8.11) 

za svaki x iz lx-xo/ ::; h' ::; h. Time je dokazana jedinstvenost Cauehyjeva problema 
i u potpunosti dokazan Picardov teorem. 0 

Istaknimo da je dokaz dao niz diferencijabilnih funkcija {yn} od kojih svaku 
moiemo uzeti za aproksimaciju rje§enja Cauchyjeva problema. Ovclje cemo jos dati 
ocjenu gre8ke takve aproksimacije. Nairne, ako u (8.11) zamijenimo h' s hi y• s 'i/, 
dobivamo tra.Zenu ocjenu, koja glasi 

hn+r 
/Yn(x)- y(x)/::; M Ln (n + 

1
)! za /x- xol::; h. (8.12) 

Nadalje mozemo ocijeniti i samo rje8enje y. Iz 

Y = Yo + (Yr - Yo) + (Y2 - yi) + · · · + (Yn - Yn-1) + · · · 
i ocjene (8. 7) dobivamo3 

co 

lv(x)l::; lvol + L lvn(x)- Yn-1 (x)l 
n-=1 

::; /Yol + M ~ Ln-J/x-n~oln = IYo/ + !{; f (C./x~~olj" = IYo/ + !{; (eLI:x-:xol -1), 
n=l n=l 

2
0peenito za a > 0 vrijedi Jim ~ = 0 ( vidi primjerice [:OJ). 

n-oo n. 

30vdje koristimo da je e" = f ~~. 
n:::::O 
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oc.nosno 

--"·--·--------··--·----·-·-·-···--·----·-· IY( x~-=~~~~-~-1J~Lix~xo_l_ -_1) ·. ··--- ·, i<:: 
Primjer 8.1 Promatrajmo jednostavni Cauchyjev problem 

yl = y, y(O) = 1. 

P-:-onaaimo rjesenje prethodno navedenom metodom "sukcesivnih" aproksimacija. 

Sadaimamo 

iii redom 

yo(x) 

Yl(x) 

Y2(x) 

Ys(x} 

" 
Yn = 1 + J Yn-ldx, 

=o 

1, 

1 + f dx = 1 +x, 
0 
X 

1 + J(1 + x) dx = 1 + x + ~x2, 
0 

"' 1+f(1+x+!x2
) dx=1+x+~x2 +-bxs, 

0 

Yn(x) = 1+x+~x2 +-bx3 + .. ·+~x", 

Thj niz funkcija ~ednoliko konvergira k rjelenju Cauchyjeva problema i kao sto 
znamo rje8enje glasi 

y = e". 

Dva osnovna uvjeta Picardova teorema pod kojima diferencijalna jednadz'ba 

(8.1} 
y' = f(x,y) 

ima jedinstveno rjelenje Cauchyjeva problema jesu da je f neprekidna u okolini 
tocke (x

0
, y

0
) i da u toj okolini zadovoljava Lipschitzov uvjet. Promotrimo sada 

slucaj kada j(x,y)-> oo (odnosno -oo) za (x,y)-> (xo,yo)- Tada mozemo pro
matrati_ funkciju <p(x, y) = /(;,y) i definirati <p(x0 , yo) = 0. Time je r.p neprekidna u 
s·1im toekama okoline od (x0 , y0 ). Ako cp osim toga zadovoljava Lipschitzov uvjet u 
varijabli x, onda diferencijalna jedhadZba 

1 1 1 ( ) 
X = 1 = -f( ) 8.13 y x,y 

ima jedinstveno rje.Senje koje zadovoljava poeetni uvjct x = xo za y = yo. To 
rjesenje je neka funkcija y ,..... x(y), pa vidimo da se u takvoj toeki integralne krivulje 
diferencijalne jednadzbe y1 = f(x,y) glatko nadovezuju ida u toeki (xo,Yo) imaju 
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vertikalnu tangentu. Zato svaku toeku (xo, yo) za koju desna str8Jla od (8.1), tj. 
funkcija f, zadovoljava na nekoj okolini od (xo,Yo) oba uvjeta Picardova teorema, 
iii za koju desna strana od (8.13), tj. funkcija cp = }, zadovoljava na nekoj okolini 
od (xo, Yo) oba uvjeta Picardova teorema zovemo obicna tocka diferencijalne 
jednadZbe (8.1). Svaku drugu toeku zovemo singularna toeka diferencijalne jed
nadzbe (8.1). Ako je toeka ( xo, yo) singularna, onda opeenito ne moiemo gar8Jltirati 
egzistenciju rjeilenja s poeetnim uvjetom y = Yo za x = x0 , a jos manje mozemo 
govoriti o njegovoj jedinstvenosti. ObiCno se izueavaju tzv. izolirane singularne 
tocke, tj. tocke koje posjeduju okolinu u kojoj nema drugih aingularnih tOCa.ka. 
Problemi kao sto su raspored singularnih toCa.ka i pona5anje integralnih krivulja u 
okolini singularne toeke proucavaju se u tzv. kvalitativnoj teoriji diferencijal
nih jednadZbi. Najva.Zniji tip singularnih toeaka su toeke "tipa §". Nairne, ako 
je f = *' tj. imamo diferencijalnu jednadZbu oblika 

g(x,y) 
y' = h(x,y)' (8.14) 

onda su to tocke u kojima brojnik i nazivnik poprimaju vrijednost nula. Kasnije 
CemO kod proucavanja jednog drugog problema V6Z8JlOg za SUStave diferencijaJnih 
jednadzbi dobiti ujedno i pona8anje integralnih kriv1,1lja diferencijalne jednadZbe 

ax+by 
Y1 = --d-, ad- be ol 0 (8.15) 

ex+ y 

u okolini njene singularne toeke (0, 0). 'Ib ce ujedno biti opis pona8anja integral
nih krivulja oko singularne toekc tipa § diferencijalnih jednadZbi (8.14) kod kojih 
mozemo t aproksimirati racionalnom funkcijom ~~!~~, ad- be# 0. 

Primjer 8.2 Promatrajmo diferencijalnu jednadibu 
I X 

y =--. 
y 

Tocke x-osi, x ol 0 nisu singularne toCke. U tim toekama f ima za limes -oo, 
odnosno oo. Jedina singularna toCka je ishodiSte. Opce rje.Senje glasi 

x2 +y2 = C, 

sto je jednadzba familije koncentricnih kruznica sa sredistem u ishodiStu. Gornje 
i donje polukruznice predstavljaju integralne krivulje, ko.ie se u tockama na x-osi 
glatko nadovezuju i imaju vertikalnu tangentu. Te se kruinice stezu na ishodiSte i 
kroz ishodiste ne prolazi nijedna integralna krivulja. 

Primjer 8.3 Kod diferencijalne jednadibe 

y1 = 2yx, 

ishodi.lte je takoaer singulama tocka. 

Opce rje.Senje glasi 
y= Cx2

, 

tj. fami!ija parabola, pa vidimo da kroz ishodiSte prolazi beskonaeno integraJnih 
krivulja. 
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