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INTEGRAL PO KOMPAKTNOM INTERVALU

U ovom ode	ku, sve vreme bi�e J = [a, b] ⊆ R, odnosno

h(α) =
∫ b

a

f(α, x) dx.

14.3. Stav [limes, neprekidnost]. a) Neka je A skup na kome je defin-
isana konvergencija. Ako je lim

α→α0
f(α, x) = g(x), ravnomerno po x ∈ [a, b], tada

je

lim
α→α0

h(α) =
∫ b

a

g(x) dx;

b) Neka je A ⊆ Rk, i neka je f : A × [a, b](⊆ Rk+1) → R neprekidna
funkcija, tada je i h neprekidna.

Dokaz. a) To je, zapravo, Stav 13.14 glave Ranomerna konvergencija;
b) Fiksiramo α0 ∈ A. Postoji kompaktan skup K ⊆ A takav da α0 ∈

intK; tada je i K × [a, b] tako�e kompaktan. Prema Kantorovoj teoremi, f je
ravnomerno neprekidna na K × [a, b], to jest

∀ε > 0∃δ > 0∀α′, α′′ ∈ K ∀x′, x′′ ∈ [a, b] ||(α′, x′)− (α′′, x′′)|| < δ ⇒
|f(α′, x′)− f(α′′, x′′)| < ε.

Kako α0 ∈ intK, to je K neka okolina taqke α0 i za tu okolinu va�i

∀α ∈ K ∀x ∈ [a, b] ||(α, x)− (α0, x)|| < δ ⇒ |f(α, x)− f(α0, x)| < ε,

to jest da f(α, x) ⇒ f(α0, x) ravnomerno po x ∈ [a, b], pa f(α, x) → f(α0, x)
ravnomerno. Primenimo taqku a). �

14.4. Stav [diferencira�e]. Neka je A ⊆ R, f : A× [a, b]→ R. Ako je

f diferencijabilna po α za sve x, i ako je funkcija
∂f(α, x)
∂α

neprekidna na

A× [a, b], tada je h diferencijabilna i va�i

h′(α) =
∫ b

a

∂f(α, x)
∂α

dx.

Dokaz. Prema Lagran�ovoj teoremi o sred�oj vrednosti postoji θ ∈ (0, 1)
tako da va�i

h(α+4α)− h(α)
4α

=
1
4α

∫ b

a

(f(α+4α, x)− f(α, x)) dx =

=
1
4α

∫ b

a

4α∂f(α+ θ4α, x)
∂α

dx =
∫ b

a

∂f(α+ θ4α, x)
∂α

dx.

Me�utim, posled�i integral te�i ka
∫ b
a
∂f
∂α (α, x) dx, jer je funkcija ∂f

∂α ne-
prekidna. �

U ve�ba�u 28 mo�e se videti xta se zbiva kada ∂f
∂α nije neprekidna u α0

makar za jedno x.
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14.5. Stav [Lajbnic]. Neka su ϕ i ψ diferencijabilne funkcije realne
promen	ive, i neka je

h(α) =
∫ ψ(α)

ϕ(α)

f(α, x) dx,

i neka f zadovo	ava uslove prethodnog Stava. Tada je h diferencijabilna
funkcija, i va�i

h′(α) =
∫ ψ(α)

ϕ(α)

∂f(α, x)
∂α

dx+ f(α, ψ(α))ψ′(α)− f(α, ϕ(α))ϕ′(α).

Preciznije, domen funkcije f je skup {(α, x) |α ∈ A,ϕ(α) ≤ x ≤ ψ(α)}.

Dokaz. Fiksiramo α0 ∈ A, i za α ∈ (α0 − δ, α0 + δ) imamo

(2) h(α) =
∫ ϕ(α0)

ϕ(α)

f(α, x) dx+
∫ ψ(α0)

ϕ(α0)

f(α, x) dx+
∫ ψ(α)

ψ(α0)

f(α, x) dx.

Izvod sred�eg sabirka imamo u prethodnom Stavu. Potra�imo za tre�i. Neka

je g(α) =
∫ ψ(α)

ψ(α0)
f(α, x) dx, i imamo

g(α+4α)− g(α)
4α

=
1
4α

[∫ ψ(α+4α)

ψ(α0)

f(α+4α, x) dx−
∫ ψ(α)

ψ(α0)

f(α, x) dx

]
=

=
1
4α

∫ ψ(α)

ψ(α0)

(f(α+4α, x)−f(α, x)) dx+
1
4α

∫ ψ(α+4α)

ψ(α)

f(α+4α, x) dx = S1+S2.

Prvi sabirak, kao u prethodnom Stavu konvergira

S1 →
∫ ψ(α)

ψ(α0)

∂f(α, x)
∂α

dx,

a za drugi imamo

S2 =
1
4α

∫ ψ(α+4α)

ψ(α)

f(α+4α, x) dx =

=
1
4α

f(α+4α, ξ)(ψ(α+4α)− ψ(α)) po prvoj t o sr vr

→ f(α, ψ(α))ψ′(α)

Sliqno je i izvod prvog sabirka u (2) jednak −f(α, ϕ(α))ϕ′(α). �

14.6. Stav [Integracija]. Neka je A = [c, d] i f : [c, d] × [a, b] → R
neprekidna. Tada je

(3)

∫ γ

c

∫ b

a

f(α, x) dxdα =
∫ b

a

∫ γ

c

f(α, x) dα dx,

za sve c ≤ γ ≤ d.

Dokaz. Prema Stavu 7.19, funkcija γ 7→
∫ γ
c
f(α, x) dα = ψ(α, x) je difer-

encijabilna po γ, a �en izvod jednak je

∂ψ

∂γ
(γ, x) = f(γ, x),


