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Caxxkerak

Y oBoMm ujaHKy he OMTH HMPUKA3aHU JIOKA3U HPAIUOHAJTHOCTH KOHCTAHTHU M BPEJHOCTHU
dyukIHja Koje ce paje 3aKJbyIHO Ca CPEIIbOM IIKOJIOM, & KOjU Ce MOrY IPATHTHU Ca FHMHAa-
3UjCKUM 3HAIHEM MaTEMAaTHKe.

1 TIlomohnu craBoBm

Y oBoM ofiesbKy he OMTH W3JI0KEHU CTABOBU KOJU CE€ KOPHUCTE Y JOKA3WMAa UPAIMOHAJHOCTH.
Yurasal Koju je ymo3HaT ca mhUMa MOXKE J1a MIPECKOTH 0Baj O/Ie/haK.

Teopema 1 (Bepnyaujesa nejednarocm) 3a ceaxo © > —1 un > 0, Y3 uckvy4u6are cAy4aja
da je ucmospemerno x = —1 un =0, sasrcu

(14+2)" > 1+na.

Hoxka3z: 3an =0 repheme ce cBoqmua 1l > 1,a3an=1ua 1+ 2z > 1+ z. IIpernocraBumo ma
je TBpheme TauHO 3a N = k U JIOKaXKUMO Jia je Tavno 3a n =k + 1.

A+z)"=0+2)*Q+2)>A+kx)1+2) =1+ (k+ Dz + kz? > 1+ nz.
O
Teopema 2 3a ma xoje ¢ > 1 nus q" je pacmyhu u 000320 HeozpaHuueH.
Hoxkaz: Uz ¢"T! = ¢q"q > ¢" cnenn na je garu nus pacryhn. Tpeba jonr moKasarTn 1a 3a CBaKoO

T [IOCTOJU M TAaKBO Ja je ¢ > x. 3a x < 0 To je ucmymeHo 3a cBako n € N. Ykosmko je z > 0,
npema Teopemu 1 3a Ma Koje n > x/(q — 1) Bazku

x
q":(1+(q—1))"z1+n(q—1)21+q_—1(q—1):x+1>x.

O

Teopema 3 3a wma xoje g € R 3a xoje je |q| < 1 je lim, o ¢" = 0.

Hokaz: 3a g =0 je ¢" = 03acse n € N. ¥V cynporaoum je |¢"| = (J¢~|") ™!, na tepheme crean

u3 |[¢g7t > 1 u reopeme 2. [J



Teopema 4 3a wma xoje q # 1 sasrcu

a y cayuagy da je |q| < 1 saorcu jow u
o0
>,
n=0 1- q

Hoxka3z: IIpsu neo TBphema ce noka3yje HHIYKINOM II0 1, & JIPYTH €0 TBphema cjiein n3 IpBor
u teopeme 3. [

Teopema 5 3a wma xoje a,c € R nocmoju ny maxeo da 3a ceaxo n > ng sasicu n! > ca™.

Hoka3z: O6supom ga je ca™ < |ca™ = |c|]|a|™, MoxkeMo pasmaTparn caMo CIydaj Kaja je
a,c > 0. Axo je maxk ac = 0, onyma TBpheme Baxku 3a ng = 1. Crora je JOBOJLHO JOKa3aTh
TBpheme y ciay4ajy ma je a,c > 0.

Heka je m € N takso ma je m > a. I[Ipema Teopemu 2 mocroju ny TakBO Ja je

(m)”l - cam1
a (m—1)!"

3a Ma Koje n > ng =m + n; — 1 Baxku

m n—m-+1 mA\™1
) > a" " (m - 1)! (—) >ca”.
a a

O

Teopema 6 3a ceaxo n eadicu

o0
1 1
0< E - < —
k!~ nln
k=n+1
Joka3: JacHo je jia cyma HO3UTUBHUX OpojeBa Mopa 6utu nosutusHa. 11ITO ce npeocraJsior jema

THYe, JIOBOJBHO je mpuMeTnTH ja 3a k > 1 sawxu (n + k)! > n!l(n + 1)¥ > 0 ca jenmaxomiy camo
3a k = 1, mrro ce mokasyje muayKnujom. VI3 Tora cienu ma je

i L _ i 1 1l = 11 11
k! ! k—n = ! 1 11— 1L = nin’
Wk A nin 1) m+D = (n+1)! +)1- 45 nln
O
Teopema 7 (Ojaep)

= 1

GZZE
n=0

Hoxkas: Hajupe npumerumo ja je npema Teopemu 6 HaBelleHU Pel KOHBEPIEHTAH. Y BEIUMO

O3HaKe " -
\" , 1 , 1
€n=(1+n) , €, = Pk EZZE'
k=0 k=0

DO



U JIOKazKUMO Ja je e = lim,, o €, = €’. Heka je maro € > 0. 3a Tako uzabpano € uzabepumo ng
TAaKBO Ja BarKU

<eg/2.
7’L()!7’L() /

[TpumeTuMmo j1a OBa pesianyja BaykKu 3a CBe N > Ng. 3a TaKBe € U ng U3abepuMo 71 TaKo Ja

o S0 (1 (- ) (-5 <o

OBakap u3bop je moryh, jep ce 3aMeHOM CBHUX IIOjaB/bUBalba N1 Ca Ny U3pa3y Ha JIEBOj
CTpaHU TPeTXO/He HejeIHAKOCTU J00Mja KOHAYHa CyMa YWjU CBU CADUPIM TeXKe HyJN Kaja 7
HEOI'PAHUYEHO PACTe, & TO je TAIHO 3aTO IITO je IPOU3BOJL Koju (hUTyPHIIE ¥ CBAKOM OJ1 cabupaka
CadnibeH O] YBEK MCTOr Opoja YMHUIIAIA Ol KOjUX CBAKM TeXKHU jeauHuiy. lIpmmernmo ma oBa
penanuja Baxku 3a CBe 1. > ni. lIpumernmo 1a je

" n.(n—k+1) 1 N 1 k-1 .
en=1+zk!M:1+Zm<1—n>--.<1—n)<en<e.
k=1

3a Ma koje n > max{ng,ni} Baxu

Z"O 1 1 k-1 ZOO 1
!
O<een<k_1k'(1(1n).'.(ln>)+ y<€.

O
Teopema 8 Csaxu npupodan 6poj eehiu od 1 je denus Hexum npocmum 6pojem.

Hdokaz: Y cynpoTHOM MOCTOjU HajMabU MpUPoIaH Opoj n Behu o 1 Koju HUje J1e/bUB HUjeTHUM
npoctuM 6pojem. O63upoM Ja je Jie/buB caMuM CODOM, a HUje JIeJbUB HUjeIHUM IIPOCTUM OpojeM,
oH Mopa 6utn cjaoxen. Mehyrum, oHsta oH nMa Jtemora Mawmber o cebe, a Belier ox 1, koju crora
MOpa UMaTH IPOCTOr aenauorna. Mehyrum, 6poj n je me/puB uctuMm TuM npoctuM Opojem. [

Teopema 9 (Fyxaud) [Ipocmux 6pojesa uma 6ECKOHAUHO MH020.
Hokaz: VY cynporHoM, HEKa Cy P1,...,Pr CBHU IIPOCTH OpojeBu. Bpoj

je Behum ox 1, a HUje Je/pbUB HUjEJHUM IIPOCTUM OpOjeM, IITO IIPOTUBPEYH IIPETXOHO] TEOPEMHU.

d

Teopema 10 3a
R(z) =ag+ -+ apz"
saorcu R (0) = apk! sa k < n, odnocno R¥(0) =0 sa k > n.
Hdokaz: Hajupe uHayKImmjoM 1o n JOKaKUMO J1a, je N-TH U3BOJI OJTMHOMA &' je THAK (m%'n),mm_"
3a n > m, ongnocHo (0 wHade.
Tephemwe ounrsenno Baxku 3a n = 0. IlpermocraBumo na Baxkm 3a n = k U JOKaXKWUMO 114
Baxku 3an = k+ 1. Ako je n > m, OHJIA je TI0 UHYKTUBHO] IPETIOCTABIM k-TH U3BOJ MIOJUHOMA



2™ KOHCTaHTaH, I1a je N-TH U3BOJ KCTOT MOJUHOMA jeJHaK Hysnd. AKo je mak n < m, OHJA je 1o

I/IH,HyKTI/IBHOj IIpeTIIocTaBI

/
(xm)(n) _ ((l‘m)("_l)), _ m! e R m!(m —-n+ 1)xm—n _ m! Zmn
(m—n+1)! (m—n+1)! (m —n)! '
13 yrpaBo JoKasaHOT ciean ja 3a k > n paxu R (z)=0,a3ak<n

n—k .
E+i)
R (z) = ?:0 akﬂ%x ,

omakite crenn ga je R (0) = apk!. O

Teopema 11 Hexa je P noaunom ca yeaum xoeduyujenmuma v Q(x) = P(x)z™. Bpoj Q(k)(O)
je ueo u dewus ca (n+1)! za cee k #n u Q™ (0) = P(0)n!.

okasz: Heka je
P(z) =ap+ -+ apzP.

Y Tom ciyuajy je
Q(z) = apa™ + -+ + apa™ P,

Tepheme caemu uz reopeme 10 u P(0) = . O

2 JlupekTHe MeTode

Ha 6ucvo dopmynucanu cienehy Teopemy, yBeaumo ciaefely o3Haky: 3a npupomaH 6poj n u
mpoct 6poj p Hexa je s(n, p) Takas Meo HeHeraTwpaH 6poj m ga p|n u p™ T n. dpyram peanma,
axo je 3a MeDycoOHO pasjmduTe mMpocTe OpojeBe Pi, . . . , Pk UCIYHEHO

S S
n:pll...pkk7

onza je s(n, p;) = $;, omHocHo s(n,p) = 0 3a cBe ocraJie npocre 6pojese p. Takobe, nedunuimmo
s(m/n,p) 3a m,n € N kao s(m,p) — s(n,p). Jacuo je na 3a ma xoje k € N paxu

S(km7p) - S(kn7p) = (S(kvp) + S(m,p)) - (8(57])) =+ S(Tl,p)) = S(m7p) - S(nap)7
TaKo J1a je oBa JAePUHUIN]a KOPEKTHA.

Teopema 12 Heka cy a = a1/as u b = b1 /by 3a nexe ay,as,b1,ba € N, npu wemy je b #1. V
mom caysagy je 6poj logy(a) =m/n sam € Z un € N axo u camo axo je

ns(a,p) = ms(b, p)
3a cee npocme 6pojese p, odnocko 6poj logy(a) je payuoraran axo u camo axo je
s(a,p) =0 & s(b,p) =0

3a cee npocme 6bpojese p u npumom 3a npocme bpojese p 3a xoje je s(a,p),s(b,p) # 0 odnoc
s(a,p)/s(b,p) Koncmarman.

Hoxaz: Corean us umbenmte f1a je log, (a) = m/n eksusaentno ca a = b™/™, oamocno a” = b™
U TOCTOjamba TAdHO jeqHe (aKTOpHU3alldje CBaKOr MpUpoaHor Opoja Beher oa 1 mpeKo MpoOCTHX.

O



Teopema 13 Hexa cy m,n, k € N maxeu da je NZD(m,n) = 1. V mom cayuajy easrcu

VYm/neQ & ¥Ym,¥nel.

Hoxkasz: Cwmep 3mecHa yieBo je oumrienan. Jlokaxkumo cmep cieBa yiecHo. IIpermocraBumo

CympoTHO, fa GapeMm jeman ox 6pojesa /m u {/n Huje meo u 1a je v/m/n = p/q 3a Heke mpUpoIHE
y3ajaMHO TIpocTe 6pojese p 1 ¢, omHOCHO Ja Basku m/n = p* /¢, Tj.

mq® = np*. (1)

ITpumeTnMO Ma W3 MpeTHoCTaBKe Ja 6ap jeman ox 6pojesa /m u &/n Huje 1eo cenn 1a HUCY
oba ox OpojeBa m u n jemHaka 1, ma ce mocaeama jeqrakocT He cBoau Ha 1 = 1. U3 Te yumenure,
jemuaxocru (1) u NZD(m,n) = 1 cenu ga je u = NZD(m,p) > 1l wnmmv = NZD(n, q) > 1. Hake,
3a meke m’,n/,p', ¢ Baxku m = m'u, n = n’v, p=p'u u ¢ = q'v, upu vemy je

NZD(m/,p') = NZD(n',q') = NZD(u,v) = 1.

Jennaxocr (1) mMoxkemMo 3anmcarn y oOInKy

m/q/kuvk _ n/p'kukv,

win mocjie cKkpahuBama ca uv

m' PRt = ' p L

O63upomM Jia HUjegaH mpocT Opoj He Jjieau obe cTpaHe jeTHAKOCTH, OHE MOpajy OuTH jeaHake
1, mTo je 063upom Ha TO Ja je bapem jeman o O6pojeBa u u v Behu ox 1 moryhe camo y ciaydajy
k =1, mrro npoTMBpEYn MPETHOCTABIM Ja 6ap jefan ox 6pojesa &/m u ¥/n wuje neo. O

3 Metoa KopeHa TIOJIMHOMA

Teopema 14 Hexa je
P(z)=ana" +---+ag, ap,a, #0
NONUHOM €O YeauMm KoePuyujernmuma u nexa cy p € Z u q € N ysajammno npocmu 6pojesu maxeu

da saorcu P(p/q) = 0. ¥V mom cayuajy plag v qlan,.

Hoka3z: MuoxemeM jeHAKOCTH
T

an&+'+a020
qn

ca ¢" mobmjaMo jeTHAKOCT
n
> aptqn =0
k=0

n3 KOje cJiefie jeJTHAKOCTHU
n n—1
k—1 n—Fk k n—k—1
aq" =—pY ap" " w anp” =—q ) aptq"
k=1 k=0

U3 plagg™ n qlap,p™ n uumenune na cy 6pojeBu p U ¢ y3ajaMHO IIPOCTH, cJieau TBphembe. [

O63upoM Jia cBaKH 110 OPOj PA3IUIUT OJf HyJle UMa KOHAYHO MHOTO JIeJIHJIala, OBa TeOpeMa
HaM oMoryhaBa Jla O/IpeInMO KOHA4YaH CKYIl PAIlMOHAJHUX OpojeBa Koju oOyXBaTa CBE KODEHe



JIATOr TIOJIMHOMA, Ca IeJUM KoepUIMjeHTUMa, & J1a OHJIA 3aMEHOM pallMOHAJHUX OpojeBa U3 TOT
CKyIla OJpeIrMO KOjU Cy OJ BHUX 3aUCTa KOPEHU M TAaKO OJIPEMMO CBE DPaIlMOHAJHE KOPEHe
[TOJTMHOMA, Ca [IEJIUM KOe(PUIINjeHTUMA.

Ha taj magwn ce nparumonaj HocT OpojeBa MOXKe JTOKA3MBATH [IPOHAJIAXKEIHEM TIOJIMHOMA KOME
je maru 6poj KOpeH. YKOJMKO MpOHADeHH MOJIMHOM HEMa DAIMOHAJIHUX KODEHA, OIMAaxX 3HAMO
J1a je jatu OpOj MpalyoHaJaH, a y CyIPOTHOM Tpeba J0Ka3aTH CaMO HErOBY Pa3JImIUTOCT O]
pAIMOHAJIHIX KOPEHA TOr IOJUHOMA, IITO Ce OO3MPOM Ja je CKYIl KOPEHA ITOJIMHOMa KOHAYaH
MOXKE YUMHUTHU Ha IIPUMEP JTOBOJHAHO TAYHUM HYMEPUIKUM PadyHAmEM IaTor Opoja.

JIoKazKiMO Ha mpuMep Ja je 6poj a = v/2 + /3 mpanmonasan. 3ancra,

a? =5+ 2v2V3,
(a? —5)% = 24,
a* —10a? +1=0.
Jaxne, P(a) = 0 3a P(z) = o* — 102? + 1. O63upoM [a eBeHTyaJTHH PAIEOHAIHE KOPEHM
OBOI' [IOJIMHOMA Mopajy buru obiuka p/q 3a ysajamuo upocre p € Z u q € N rakse ma p|l u ¢|1,
To ject p € {—1,1} u ¢ € {1}, jesuHN eBeHTyaJHN PAIMOHAJIHU KOPEHU OBOT IIOJMHOMA Cy 1 1

—1. Mebyrum, o6supom ma je P(1) = P(—1) = —8 # 0, 6poj v/2 + v/3 je uparmonananm.
JTokazkuMo 11a je 6poj b = 2v/3 — % uparuoHajaH. 10 je eKBUBAJEHTHO Ca WPAIMOHAJHOIINY

6poja 2b = 4v/3 — \3/52. OuuryieHo je

V2" =2(2v3 - 1),
OJITHOCHO
2(2v3 — 2b)% = 1.

Hakon paszBujama mociesme jeJTHAKOCTH J00WjaMo j1a je
12(0% + 4)V3 = 20 + 72b + 1.
Hakon kBagpupama nobujamo na je b kopen mosmaOMA
425 — 1442" + 42 + 17282% + 144z — 6911.

O63upoM j1a je 6911 mpoct 6pPOj, jeIMHN eBEHTYAJHU PAIlMOHAHU KOPEHH OBOI IIOJIMHOMA CY

L6911, :|:69211, i69411,

[Ipy YeMy Ce HEITOCPEIHOM IIPOBEPOM YTBpDyje /1a HujemaH O BUX HUje KOPEH HABEICHOT ITOJIH-
moma. Crora je 6poj b mparmoHaaH.

Hocamammma pelremna Cy 3axTeBasa goceTke. HaBeaumo jeqan OnImTuju, ajin Ay2KA TOCTYIAK
onpelmama norpebror mosmEOMa. Tlocry kMo ce merum npumepom 6poja b. Hajupe 6pojese v/3,
V2, V23, \3@2 u \3@2\/?: nopehajMo y HEKOM peIocyIey, PEIuMO y HaBEIEHOM W CMATPajMO
KacHuje HaBelleH O6poj »TexkuM«. ln/b HaM je J1a HOCTYIHO €JIMMUHUIIEMO »TeXKe« UJIaHOBE 110
1eHy jobujarma » AKX «, Koje NeMO HAKHAIHO eJIMMUHUCATH 110 TIeHY yBODEma JOII » TaKIInuX «
U TaKO Jiajbe JOK UX CcBe He esmmMuHuiiemo. Ilohumo ox ocHOBHE jesiHakocTn

b=2v3- ¥2")2.



V 10j je »HajTexu« WiaH /2, a Ta N3Pa3KMO IPEKO OCTAJIOT.
3/=2
V2" =4v3 - 2b.

Hame je

b2 =12+ V322 - 29/2°V3.

OBze je »HAjTEXRU« UTAH \3@2\/?;, I1a U3Pa3UMO Hera IIPEeKO OCTaJIOr.
/=2 .
V2 V3 =—b?/2+ 6+ V/2/4.

Hame je

b= —1/2+24v/3 + 3923 — 189/2".

. . 2 .. .
OBJie je »HajTeKn« 9Ial /2 , KOjU je N3pazKeH IIPEKO » TAKIIIX « eJleMeHATa jeHOM OJI IPEeTXO0-
JHUX jeqnaunda. Hakon 3amMene je

b? —36b = —1/2 — 48v/3 4 3V/2V/3.
Cana J€ »HAJTeXN <« YJIaH \3/5\/37 1a U3Pas3uMo hera IIPeKo OCTaJIor.
V2v3 =1b/3 — 12b + 1/6 + 16V/3.

Hame je

bt =144 — 4v/3 + 3692 + V2" 4 — 4892°V/3.

. . 2 R .
OBJie je »HAjTEKI« eTeMeHT /2 /3, KOjH je M3parkeH IPEKO »JIAKIIHX< jJeJHOM OJ] IPETXOTHIX
jennauwmna. I[locre 3amene je

bt — 24b% + 144 = —4V/3 + 1292 + V2" /4.

. . 2 .
OBze je »Hajrekn« exemenT 2 . Mehyrum, u on je Beli n3pakeH mpeko »Jaaxmmx«. Ilocse
3aMeHe je

bt — 24b% 4+ b/2 + 144 = —/3 + 12V/2.
CaJa je »HajTeKI« eJIeMEHT /2, T1a Ta W3PA3MMO MPEKO OCTAJIOT.
V2 =0b"/12 — 2b* + b/24 + 12 + V3/12.

Hacrappajyhu oBaj mocrymak mspasuhenmo jom u /3 mpeko b (jep BuIe Hema »JIaKIIHX <
efleMeHaTa) a OHJa yBpmTaBajyhn cse To y mzpas 3a b% nobuhemo TpaskeHmu mOIMHOM.

4 Bpoj e u dysaknuje e’ u In(x)
Teopema 15 (Ojaep) Bpoj e je upauuonaran.

Hoxkas: IIpernocraBumo cynpotHo, 1a je € = m/n 3a Heke m,n € N. O63upom s1a ce BPeJIHOCT
pa3JioMKa He Mema KaJla Opojuiall 1 UMeHUJIal] TOMHOXKIMO UCTUM OPOjeM Pas/IMauTUM OJf HYJIE,
MOXKEMO MPETTIOCTABUTH Ja je 1 > 1. ¥3 cuM00oJIuKy u3 Teopeme 7 BaxKu

1
0<nlle—e,) < —,
nl(e —ey) -

mro je Hemoryhe, jep je 6poj nl(e — e,) neo. O



Teopema 16 (Jlambepm) 3a ma xoje x € Q \ {0} 6poj e* je upayuonanan.

Hoxka3z: U3 unenturera e~ = ()~ ! cemu ja je TeopeMy JOBOJBHO JIOKA3aTH y CIyUajy Kaja

je x > 0. Heka je

I,(z) ! /x (x? — t?)"e dt.

~ 2l e
HermnocpefHuM padyHameM U3BOJUMO Ja je
@
Iy(x) = / e dt = et|ix =¥ —e 7,
—z
a JIBOCTPYKOM HAPIM]AJHOM UHTETPAIUJOM /I3 BarKH

1 z 1 x z
I(x) 5 / (2 —t¥)et dt = 3 ((x2 - t2)etLI —I—/ 2t et dt)

—X —X

/ tel dt = tetﬁm f/ eldt = x(e” +e %) — et}ix =(x—-1e"+ (x+1)e "

Takohe ABOCTPpYKOM TapIjaTHOM HHTETPAINjOM J00MjaMo Ja 3a n > 2 BaxKu

L(z) = — /z(xQ—tZ)”etdt

2nnl J_,

— _tnt nt 2_t2n1tdt
2n”l<(m )e|7m-i-/_gC nt(x e
1 x
= m / t(.T2 — tQ)n_let dt
nmtn-—1) J_,
1 1
— 2n-1(n_ 1)‘ (t($2—t2) 1€t|7$_

/w (2% = t?) = 2(n — D)t*) (2 — t2)" 2! dt)

—x

- Wl—l)' /I ((2n — 1)(2? = £2) — 2(n — 1)2%) (22 — £2)" 2! dt

2n—1 T 2\n—1 t ? . 2\n—2 t
= —— — )" dt + ———— — )" dt
2n—1(n _ 1)! / (:L‘ ) € + 2n—2(n _ 2)! /_ (:L‘ ) e

- xT

= —©2n— DI, 1(x) + 221, _o(x).
W3 nokazanux jeHaxocTn
Ip(x) = e* —e™ %,
L(z)=(z—1)e"+ (z+1)e*
n>2=I,(z)=—02n—1)I,_1(z) + 2%L,_o(x)

CJIeJIN J1a 38 CBAKO N IOCTOoje mojuHoMu P, u @, ca neauM KoedullnjeHTUMa, CTelleHa HajBUIlle
7N TAKBH 18, BAXKK

I,(z) = Py(x)e® + Qn(z)e™ ™.



Taxobe, I, (z) > 0 xao naTerpas nosurusHe dyuxnuje. Ipernocrasumo na cy 6pojesn x > 0
u e’ pAIMOHAJIHN U U3BEeJUMO KOHTpajaukimjy. Heka cy u,v,p,q € N Taksu na je ¢ = u/v u
e* = p/q. Ouurienso Baxku

I, (x)v"pg = Pn(u/v)v”p2 + Qn(u/v)v”qQ.

O63upom ma cy P, u ), moJmHOMY ca e TiM KoepuIjenTnMa crerea ue sehier o1 n, 6pojeu
P, (u/v)v™ u Qp(u/v)v™ cy menn, na je BpeJHOCT W3pasa Ha JECHOj CTPAHMU jeTHAKOCTH 1e0 6poj.
Ho, BpeamocT n3pasa Ha J1€B0Oj CTpaHu jeHaKoCcTH je Beha o myite, ma je

I,(z)v"pg > 1,

OJTHOCHO
1
I,(z) > .
0 2 g
Ca sipyre crpane je
x $2n+16$
I, (z) < e dt = ————— .
2nnl J_, 2n—1n!

13 nocnenmwe 1Be HejeTHAKOCTH 3aKJbyIyjeMO J1a BaxK1

1 - w2n+lea:
n — n—1,1"
v™pq 2n—1nl

2 n
T
n! < 2xepq <2> ,

O063upom Jia m MOXKe OUTH IIPOM3BOJHHO BEJIMKU IIPUPOJIAH O6pOj, OBJIe UMAMO KOHTDAJIUKIH]Y Ca
reopemoM (5). O
[Tpumerumo ma TBpheme Teopeme 15 Takohe cienm u3 reopeme 16.

OJTHOCHO

Teopema 17 (Jlambepm) Axo je x € Q\ {1} ux > 0, onda je 6poj In(z) upayuorana.

Hoxka3z: Ilpernocrasumo cyunporno. ¥ ToMm ciaydajy je y = In(x) panuonasan 6poj pasauaut
oJ1 HyJIe, T1a je ipeMa Teopemu 16 6poj x = e¥ mparmoHaJiaH, IMTO MPOTUBPEYUN peTnocTasiu. [
5 bpojw

Teopema 18 (Jleoicandp) Bpoj w2 je upayuonanan.

dokaz: Heka je
1 /2
I, =

(724 — t3)" cos(t) dt.
HenocpeiannM padyHameM H3BOIMMO JIa je
w/2
Iy = / cos(t) dt = sin(t)[7/* =1,
0

a JIBOCTPYKOM IapIfjaJIHOM HHTEI'DAI]OM JIa BaXKU

w/2 /2
I = / (2 /4 — t*) cos(t) dt = (72 /4 — t°) sin(t)]g/2 + / 2t sin(t) dt
0 0

/2 /2
/ 2t sin(t) dt = —2¢ cos(t)|/? + / 2 cos(t) dt = 2sin(t)[7/? = 2.
0 0



Takobhe gBOCTPYKOM TAPIHjATHOM MHTErPAIINjOM M3BOIMUMO & 3a 1. > 2 BaXKn

1 71'/2
I, = — (72 /4 — t3)™ cos(t) dt
n! Jo

"
- % <(7T2/4_t2)nsm(t)|g/2 +/O " omb(x2/4 — ) sin(t) dt>

/2
= ﬁ/o t(n? /4 — )" Lsin(t) dt
= oD E ol (—t(ﬂ2/4 —t?)n—l cos(t)’g/2 +

7/2
/0 (72/4 — £2) — 2(n — 1)£2)(72/4 — £2)"2 cos(t) dt)

) /2
T -1\ /0 (2n — 1) (7?4 —t*) — 2(n — 1)7?/4) (72 /4 — t3)" 2 cos(t) dt
_ dn-2 /2 274 42\n—1 _L T/ 274 42\n—2
= o 1)!/0 (m2/4 —t=)"" " cos(t) dt (n—2)!/0 (m2/4 —t*)""“ cos(t) dt

= (4n— I, 1 — 71, .
W3 nokazanux jeaHakoCTH
Iy =1,
I =2,
n>2=1I,=(4n—2)I, 1 — 7%, -
cenn @ 3a cBako n > 1 mocroju nonuroM P, (x) ca neaum koedunujeHTHMA, CTENeHA Mamber

oI M TakaB Ia Baxku I, = Pn(7r2). Taxkobe je I, > 0 kao uHTerpaj mo3uTuBHE (DYHKIH]E.
I[Ipernocrasumo 1a je 72 = p/q 3a Heke p,q € N u uzpeuMo KoHTpauknujy. Ouuriemno je

1" = Pu(p/@)d" .

O63upom 12 je P, oJuHOM ca e inM KoeuIlnjeHTHMa CTeIeHa HUXKET O] 11, BPETHOCT N3pas3a
Ha JIECHOj CTPAHU jeTHAKOCTH je 1eo OPoj, IOK je BPEIHOCT M3Pa3a Ha JIEBOj CTPAHU jeTHAKOCTU
seha ox myne. Onare ciaenn xa je Ing™ ™' > 1, oamocHO

I, > ql_".

Ca apyre crpaHe je

/2 2n+1
I, < i/ (7r2/4)ndt:%.
n! 0 n!

Haxkue,
(71./2)271—0—1
n!

2 n
A I
“2g \ 4

O63upoM j1a n MOYKe OUTH ITPOU3BOJHHO BEJUKHU MPUPOIAH OPOj, OBJIe IMAMO KOHTDPAIUKIIN]Y
ca TeopemoM 5. Crora je 6poj 72 upanmonasan. O

1—-n

)

OJTHOCHO
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Teopema 19 (Jlambepm) Bpoj 7 je upayuoranan.

Hoxka3z: Axo je 6poj m palmoHaJaH, OHJA je paluoHaJaH u 6poj 72, cymporHo Teopemu 18. [

6 TpuroHomerpujcke u MHBEpP3HE TPUTOHOMETPUjCKE
dbyukuuje
Teopema 20 3a ceaxo o € Q\ {0} 6poj cos(a) je upayuonaran.

Hoxka3z: O63upom ja je cos(—a) = cos(q), JOBOBHO je NOKA3aTU TEOPEMY y CJydajy Kaja je
a > 0. Heka je « = p/q 3a p,q € N u ueka je

xn—l —qx 2n —ax n—1 2n—1
fulzy =T q(n)_ (jf,” W @) = fala—1), Fal@)= 3 (—1)FFE (@),
’ k=0

Ounrienmo je fn(r) = gn(a — ), U3 Yera HHIYKIUOM CIIETH Ja je f,(lk) (z) = (—1)kg§f) (a — ),
OJIHOCHO

2n—1
Fp(z) = Y (1) PP (a - ),
k=0
OJJHOCHO
2n—1
Fu(a) = Y (=1)Fg79(0),
k=0

3 jennaxoctn

p—qr=(a—1)g, (o’ (a—2)")q=2(2a—1z)q=21(2p—qz)

cJiequ Jia je
x2n(a2 _ x2)n71q3n71

gn(z) = (n—1)!

N3 Teopeme 10 3akibyuyje ce na je F) () = 0, a Ha u3 Teopeme 11 na je F,(«) meo 6poj nesbus
(2n)!q" !
(n—1)!
na je F,(0) neo 6poj Koju HUje Je/bUB ca Ny CIydajy Ja je n HenapaH npoct 6poj Koju He Jesin
p. Hemocpemaum paaynoMm mobujamo ma je

2 .
= (n+1)l¢g"*! (nfl), I1a, caMUM TUM u ca n. [IpuMeHom ucre TeopeMe 3aK/bYIyjeMO

/Oa fo(z)sin(z)dz = /Oa(Fn(x) + F/(z)) sin(z) dz

/0 F,(x)sin(z) dz + /0 F(x)sin(x) dx
= —F,(x)cos(z)|g +/0 F) (x)cos(z) de+

F! (z)sin(z)|g — /Oa F) (x)cos(z) dx
= F,(0) — F,(a) cos(a) + F! (a)sin(a) — F!(0) sin(0)
= F,(0) — F, () cos(a).
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IIpermocraBumo na je cos(aw) = r/s 3a weko r € Z u s € N. YKOJHUKO je n HemapaH mpocT
6poj KOju OCUM p HE JIeJI HU S, OHJIA je

s /Oa fu(x)sin(z) de = F,(0)s — E,(a)r

1eo Opoj KoOju HUje Je/bUB Ca N, Ia CAMAM THM Huje Hyaa. Mehyrum,

n—1,2n n—1 2 3\n—1
< s PP sap”(20p°)
(n—1)! (n—1)!

s/oa fn(z) sin(z) dz

Ha conoBy Teopema 9 u 5 n ce Moxke m3abpaTu Tako Ja Oye TaKO BEJUKU MPOCT OpOj, Ja
OCHM IIITO IIPeMaILyje p U S BayKu
sap?(2ap3)n—1

1
(n—1)! s

MITO je KOHTPAJIUKIIja 003UPOM Jia HE TI0CTOje e/ OPOjeBU Pa3/JIMIUTU OJ HyJe, KOjU Cy Y3 TO
10 AIICOJIyTHO] BpeIHOCTH Mambu ojf 1. [
Teopema 21 3a ceaxo o € Q\ {0} 6pajesu sin®(z), cos?(z) u tan?(z) cy upayuonasru.

Hoxkas: Tspheme ciaean u3 teopeme 20 u jerHaAKOCTH

2

S ——
1+ tan?(x)

cos(2x) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin?(2)

(]
Teopema 22 3a ceaxo o € Q\ {0} 6pojesu sin(z), cos(x) u tan(z) cy upayuorairu.

Hokasz: Ako je Heku ox 6pojeBa 3a Koje ce TBPIU Jia je UpalMOHAJIaH 3allpaBO PalliOHAJIAH,
OHJIA je TO U IbEroB KBaJIpaT CynpoTHO Teopemu 21. [

Teopema 23 3a ceaxo x € R\ {0} maxeo da x* € Q, 6poj arctan(x) je upayuonanran, a axo je
jow u |x| <1, onda cy u Gpojesu arcsin(z) u arccos(z) UPaUUOHAAHU.

Jokaz: Ako je 6poj a = arctan(r) parmonanan, oHa je pema Teopemu 21 6poj tan?(a) = 2

WpaIMOHAJIaH CYNPOTHO mpernocrasii. CIUTIHO ce JI0Ka3yje u mpeoctanu jieo tephema. O
W3 mperxozHe Teopeme cien fa je Ha IMpUMep arctan(ﬁ) uparuoHagaH opoj.

Teopema 24 3a ceaxo x € Q\ {0} 6poj arctan(z) je upayuonasan, a axo je jow u |z| <1, onda
cy u bpojesu arcsin(x) u arccos(x) upayuoOHaAHU.

Hdoka3s: Axo je 6poj a = arctan(x) panuoHasaH, oHJa je ipeMa Teopemu 22 6poj tan(a) = x
MpaIronajal CynmpoTHO Tpernoctasiu. CudHO ce JoKa3yje U TpeocTann aeo Tephema. [

12



7 Xunepboamyke 1 MHBEP3HE XUNepoOoamike (pyHKIHje

Teopema 25 3a csaro o € Q \ {0} 6poj cosh(a) je upayuonanan.

Hoxkas: UzBomu ce cimuno j10Ka3y Teopeme 20, ¢ TuM Jj1a 3601

[0}

/Oa F,(z)sinh(z) dz = F,(a) cosh(a) — F,,(0) — /0 F,’L(a?) cosh(z) dz

/a F!(z)sinh(z) dz = F,(a)sinh(a) — /a F) (x) cosh(z) dz
0 0

Tpeba uzabparu
2n—1

()= 3 S ()

k=0
na 6u Baxuio f,(z) = F,(z) — FY(z) u camum tim

Oa fu(z) sinh(x) dz = F,(«) cosh(a) — F,, (o) — F),(«) sinh(c),

ozHOCHO Jia 61 ce mokparuio [i* Fy () cosh(z) dz. O

[Ipumerumo na u3 TeopeMe 25 U jeTHAKOCTH

cosh(z) = &)

citenn TeopeMa 16.
Teopema 26 3a cearo o € Q \ {0} 6pojesu sinh?(x), cosh?(x) u tanh®(z) cy upayuonanu.

Hoka3z: Tspheme ciren n3 Teopeme 25 U jeTHAKOCTH

2
cosh(2z) = 2cosh?(22) =1 =1+ 2sinh?(z) = —————— — 1.
(22) (22) (z) 1—tanh2(:lc)

U
Teopema 27 3a ceaxo o € Q\ {0} 6pojesu sinh(x), cosh(x) u tanh(x) cy upayuonasnu.

Joka3: Axko je Heku o7 OpojeBa 3a Koje ce TBPJU JI& je€ UPAIMOHAJIAH 3AlIPABO PAIMOHAJIAH,
OHJIA je TO U HEeroB KBaJpar CympoTHO Teopemu 26. [J

[ToBexkmMO joIII jeTHOM MpAIMOHATIHOCT OpojeBa ob/nKa e” ca XurnepOoJndKuM byHKIIAjaMa.

Teopema 28 3a ceaxo x € R 6pojesu €** u tanh(z) cy uau oba payuonansjna uiu 0ba upayuo-
HAANA.

Hoxkas: Tspheme ciean u3 jeHakocTu

e —1
tanh(z) = ——
anh(x) o]
u
2o _ 1+ tanh(x).
1 — tanh(x)
O
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Teopema 29 3a cearxo x € R\ {0} maxso da z? € Q 6poj asinh(z) je upayuonaran, a axo je
Jow u |x| < 1, onda je u 6poj atanh(z) upayuonasan, dok je y cayuajy da je |x| > 1 6poj acosh(x)
UPAYUOHAAAH.

Hoxka3: Ako je 6poj a = asinh(x) panuonasan, ouga je npema Teopemu 26 6poj sinhQ(oz) =z

MpAaIMOHAJIAH CyIpOTHO mpernocTapiu. CIndHO ce JoKa3yje u MpeocTasn j1eo TBphema. [

Teopema 30 3a ceaxo x € Q \ {0} 6poj asinh(x) je upayuonasan, a axo je jow u |x| < 1, onda
je u 6poj atanh(x) upayuonansan, dox je y cayuajy da je |x| > 1 6poj acosh(x) upayuonanran.

Hdoka3s: Axko je 6poj o = asinh(z) panmonanan, onza je npema teopemu 27 6poj sinh(a) = x
MpalMoHaaH CyNIpoTHO npernocTaBii. CINTHO ce JI0Ka3yje u mnpeoctann jeo tephema. [
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