
U ovom tekstu �emo pretpostavǉati da je m > 0, A ⊆ R, a unutraxǌa taqka skupa
A, f : A −→ R takvo da f (m)(a) postoji i g : A −→ R funkcija definisana sa

g(x) =


f(x)−

∑m−1
k=0

f(k)(a)
k! (x− a)k

(x− a)m
, x 6= a,

f (m)(a)

m!
, x = a.

Jasno je da izuzimaju�i taqku a, izvodi bilo kog reda funkcija f i g su definisani,
odnosno definisani i neprekidni, u istim taqkama.

Teorema 1 Za ma koje r > m va�i

a ) Ako postoji f (r)(a), onda je

g(r−m)(a) =
(r −m)!

m!
f (r)(a). (1)

b ) Ako f (r) postoji u okolini U taqke a i neprekidno je u taqki a, onda je g(r−m)

definisano u okolini U taqke a i neprekidno u taqki a.

Dokaz: Tvr�eǌe trivijalno va�i za m = 0. Doka�imo ga za m = 1. Iz definicija
neprekidnosti (primeǌene na funkciju g) i izvoda (primeǌene na funkciju f) sledi
da je funkcija g neprekidna u taqki a. Indukcijom se dokazuje da, ako je funkcija f
diferencijabilna n puta u nekoj xupǉoj okolini taqke a, onda u toj xupǉoj okolini
taqke a va�i

g(n)(x) = (−1)n

n∑
k=0

f (k)(x)

k!
(a− x)k − f(a)

(x− a)n+1

n!

. (2)

Dokaz za a izvodimo indukcijom po r. Za r = 1 tvr�eǌe se neposredno proverava.
Pretpostavimo da je r > 1. Po definiciji izvoda i na osnovu (2) je

g(r−1)(a) = lim
x→a

g(r−2)(x)− g(r−2)(a)

x− a
= lim

x→a

(−1)r
∑r−2

k=0
f(k)(x)

k! (a− x)k − f(a)
(x−a)r−1

(r−2)!

− f (r−1)(a)

r − 1

x− a
,

odnosno

g(r−1)(a) = lim
x→a

(−1)r
(∑r−2

k=0
f(k)(x)

k! (a− x)k − f(a)
)
− f(r−1)(a)

(r−1)! (x− a)r−1

(x−a)r
(r−2)!

.

Primeǌuju�i Lopitalovo pravilo dobijamo da je

g(r−1)(a) = lim
x→a

f (r−1)(x)− f (r−1)(a)

r(x− a)
,

odakle sledi (1). Neprekidnost g(r−1) u taqki a se sledi iz Lopitalovog pravila
primeǌenog na identitet (2) za n = r − 1.
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Pretpostavimo sada da je m > 1 i definiximo funkciju h : A −→ R na slede�i
naqin:

h(x) =


f(x)−

∑m−2
k=0

f(k)(a)
k! (x− a)k

(x− a)m
, x 6= a,

f (m−1)(a)

(m− 1)!
, x = a.

Tada va�i

g(x) =


h(x)− h(a)

x− a
, x 6= a,

h′(a), x = a.

Korix�eǌem ove qiǌenice dokazuje se ostatak tvr�eǌa. QED
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