
Definicija 1 Neka je x bilo koji realan broj. Sa ⌊x⌋ oznaqi�avamo najve�i seo broj m takav
da je m 6 x.

Oqigledno za svako x ∈ R vaжi

x − 1 < ⌊x⌋ 6 x < ⌊x⌋ + 1,

kao i
⌊x + n⌋ = ⌊x⌋ + n

za ma koji ceo broj n.

Lema 1 Za ma koji ceo broj m i prirodan broj n vaжi
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Dokaz: Neka je
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, m ∈ Z.

Oqigledno je a0 = 0, kao i

am+1 − am =
⌊m + n

n

⌋

−
⌊m

n

⌋

=
⌊m

n
+ 1

⌋

−
⌊m

n

⌋

=
⌊m

n

⌋

+ 1 −
⌊m

n

⌋

= 1.

Ovo je mogu�e samo u sluqaju da je am = m za sve m ∈ Z. QED
Mi �emo prethodnu lemu koristiti u posebnom sluqaju za n = 2. Naime,
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vaжi za svako m ∈ Z. Ova jednakost se moжe zapisati i u slede�im ekvivalentnim oblicima:
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NadaƩe � n biti proizvoƩan fiksiran prirodan broj.

Definicija 2 Neka su x, y ∈ Z takvi da vaжi

0 6 x 6 y < n.

Definiximo funkcije u, v, f na slede�i naqin:

u(x, y) =















y − x, y − x 6
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v(x, y) =
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⌊n

2

⌋

,

y, y − x >
⌊n

2

⌋

,

f(x, y) = n · u(x, y) + v(x, y).

Stav 1 Neka su x, y ∈ Z takvi da vaжi

0 6 x 6 y < n.

Tada vaжi

0 6 f(x, y) <
n(n + 1)

2
, 0 6 u(x, y), 0 6 v(x, y) < n.

Tako�e, y − x 6
⌊

n

2

⌋

je ekvivalentno sa u(x, y) + v(x, y) < n.
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Dokaz:

Sluqaj y − x 6
⌊

n

2

⌋

: Oqigledno je

u(x, y) = y − x > 0, 0 6 v(x, y) = x < n.

u(x, y) + v(x, y) = (y − x) + x = y < n.

Sa druge strane je

0 6 f(x, y) = n(y − x) + x = (n − 1)(y − x) + y − x + x = (n − 1)(y − x) + y
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Sluqaj y − x >
⌊
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: Obzirom da su y − x i
⌊

n

2

⌋

celi brojevi, iz uslova y − x >
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je
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Odavde sledi da je

x 6 y −
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pa je svakako

u(x, y) =
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− x > 1.

Oqigledno je
0 6 v(x, y) = y < n.

Tako�e, vaжi

u(x, y)+v(x, y) =
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Napokon, zakƩuqujemo da je

0 6 f(x, y) = n
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QED

Definicija 3 Neka je k ∈ Z takav da je

0 6 k <
n(n + 1)

2
.

Definiximo funkcije s1, s2, X, Y na slede�i naqin:

s1(k) =
⌊k

n

⌋

, s2(k) = k −
⌊k

n
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,

X(k) =











s2(k), s1(k) + s2(k) < n,

⌊n − 1

2
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− s1(k), s1(k) + s2(k) > n,
Y (k) =







s1(k) + s2(k), s1(k) + s2(k) < n,

s2(k), s1(k) + s2(k) > n.
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Teorema 1 Za ma koje cele brojeve x, y za koje je 0 6 x 6 y < n vaжi

X(f(x, y)) = x, Y (f(x, y)) = y.

Tako�e, za ma koji ceo broj k za koji je 0 6 k < n(n+1)
2 vaжi

f(X(k), Y (k)) = k.

Dokaz: Neka su x, y celi brojevi za koje je 0 6 x 6 y < n. Obzirom da je u(x, y) > 0,
0 6 v(x, y) < n i f(x, y) = n · u(x, y) + v(x, y), vaжi

s1(f(x, y)) = u(x, y), s2(f(x, y)) = v(x, y).

U sluqaju da je y − x <
⌊

n

2

⌋

vaжi

s1(f(x, y)) + s2(f(x, y)) = u(x, y) + v(x, y) < n,

a samim tim i

X(f(x, y)) = s2(f(x, y)) = v(x, y) = x, Y (f(x, y)) = s1(f(x, y)) + s2(f(x, y)) = u(x, y) + v(x, y) = y.

U sluqaju da je y − x >
⌊

n

2

⌋

vaжi

s1(f(x, y)) + s2(f(x, y)) = u(x, y) + v(x, y) > n,

a samim tim i

X(f(x, y)) =
⌊n − 1

2

⌋

− s1(f(x, y)) =
⌊n − 1

2

⌋

− v(x, y) = x, Y (f(x, y)) = s2(f(x, y)) = v(x, y) = y.

Funkcija f je preslikavaƬe skupa A u skup B, gde je

A = {(x, y) : x, y ∈ Z, 0 6 x 6 y < n}, B = {k ∈ Z : 0 6 k < n(n + 1)/2}.

Definiximo preslikavaƬe Z : B −→ A sa

Z(k) = (X(k), Y (k)).

Upravo smo dokazali da je Z ◦ f identitet na skupu A, pa samim tim i injekcija. Odatle
sledi da je f injekcija. Obzirom da su skupovi A i B konaqni i sa istim brojem elemenata
i da je f preslikava skup A u skup B injektivno, funkcija f je tako�e bijekcija, pa postoji
inveryna funkcija f−1. Otuda je

f−1 = idA ◦ f−1 = Z ◦ f ◦ f−1 = Z ◦ idB = Z,

qime je i posledƬi deo teoreme dokazan. QED
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