Priručnik za MATLAB (II deo)

Rešavanje sistema linearnih jednačina

Jednu od najuobičajenijih primena matrične algebre predstavlja rešavanje sistema linearnih jednačina. Neka imamo skup od n jednačina sa n nepoznatih x1, x2, .... , xn.

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ............... a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + ............... a2nxn = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + ............... a3nxn = b3

  .       .      .                        .   .     

  .       .      .                        .   .

  .       .      .                        .   .

  .       .      .                        .   .

an1x1 + an2x2 + an3x3 + ............... annxn = bn

Matrični oblik ovog sistema linearnih jednačina je

[a][x] = [b]
gde je

          a11 a12 a13 .... a1n            x1           b1

          a21 a22 a23 .....a2n            x2           b2

    [a] = a31 a32 a33 .... a3n     [x] =  x3    [b] =  b3

          .    .    .      .             .             .

          .    .    .      .             .             .

          .    .    .      .             .             .

          .    .    .      .             .             .

          an1 an2 an3 .... ann            xn           bn

Klasično rešenje ove matrične jednačine može se dobiti na osnovu definicije inverzne matrice. Inverzna matrica je ona matrica koja kada se pomnoži sa originalnom matricom kao rezultat daje jediničnu matricu. Prema tome, važi sledeće

a-1 a = I

gde a-1 označava inverznu matricu, a I označava jediničnu matricu koja je istog reda kao matrica a. Ako je a matrica poznatih koeficijenata, a b vektor kolona slobodnih članova, problem se sastoji u nalaženju n nepoznatih vrednosti koje zadovoljavaju sistem linearnih jednačina. Množenjem prethodne jednačine ([a][x] = [b])inverznom matricom a-1 , ali sa leve strane, dobija se

[a-1][a][x] = [a-1][b]

ili

[x] = [a-1][b]

Prema tome, ako nađemo inverznu matricu matrice koeficijenata, tada proizvod te matrice i matrice slobodnih članova daje nepoznatu matricu x.

MATLAB za izračunavanje inverzne matrice koristi komandu inv(). 

Kao primer rešavanja sistema linearnih jednačina korišćenjem inverzne matrice razmotrimo sledeći sistem jednačina.

x1 - 4x2 + 3x3 = -7

3x1 +  x2 - 2x3 = 14

2x1 +  x2 +  x3 =  5

U MATLAB-u definišite dve matrice [a] i [b].

a = [ 1 -4  3; 3  1 -2; 2  1  1];

b = [ -7; 14; 5];

Vektor rešenja x je

x = inv(a)*b

odnosno

x = [ 3

      1

     -2 ]

Napomena: Pri rešavanju praktičnih inženjerskih problema ne koristi se rešavanje pomoću inverzne matrice jer je računski veoma intenzivno.     
Levo i desno matrično deljenje u MATLAB-u

Metod koji se preporučuje za rešavanje velikih sistema linearnih jednačina jeste metod zamene unazad, pošto se jednačine premeštaju tako da se prvo dobija nepoznata xn, zatim xn-1 i tako redom sve do x1. Prema tome, kod metode zamene unazad jednačine se ne rešavaju istovremeno, već sekvencijalno. Na primer, ranije navedeni sistem jednačina može se preurediti u sledeći

x1 -  4x2   +   3x3 =   -7

     13x2   -  11x3 =   35

          (34/13)x3 =  (68/13)

Kada je sistem u ovom obliku, treća jednačina daje rešenje x3 = 2. Zamenom vrednosti za x3 u drugoj jednačini dobija se rešenje za x2 = 1, a zamenom x3 i x2 u prvoj jednačini dobija se rešenje x1 = 1. Metod zamene unazad koristi se u MATLAB-u kada zadajemo komande „levo deljenje” i „desno deljenje”.

Da vas podsetimo, u teoriji matrica deljenje matrica nije definisano. Sintaksa „levo deljenje” ili „desno deljenje” jednostavno uvodi metode zamene promenljivih unazad da bi se dobio vektor rešenja sistema linearnih jednačina. Da li će se primeniti „levo deljenje” (\) ili „desno deljenje” (/) zavisi od toga kako je jednačina postavljena.

Levo deljenje

Ako je matrična jednačina data u obliku

[a][x] = [b]
tada nxn matrica [a]  množi sa leve strane nx1 matricu [x] i dobija se nx1 matrica [b]. Rešenje za x dobija se korišćenjem operacije levo deljenje.

[x] = [a]\[b]
Ako je matrična jednačina data u tom obliku, korišćenje desnog deljenja za dobijanje vektora rešenja x daće kao rezultat poruku o greški.

Ranije su date matrice [a] i [b] u formatu matrične jednačine koji je pogodan za levo deljenje.
a = [ 1 -4  3; 3  1 -2; 2  1  1];

b = [ -7; 14; 5];

Sada zadajte komandu

x1 = a\b

i dobija se rezulat

x1 = [ 3

       1

       -2 ]

što je isto kao ono ranije dobijeno pomoću inverzne matrice.

Desno deljenje

Matrični oblik u kojem se desno deljenje upotrebljava manje je uobičajen pri rešavanju sistema linearnih jednačina, ali ne i manje uspešan. Desno deljenje se uvodi kada su jednačine  napisane u obliku

[x][A] = [B]

Uočite da su kod ovog oblika [x] i [B]  vektori vrste, a ne vektori kolone kao ranije. Ovaj oblik predstavlja 1xn matricu (x) koja sa leve strane množi nxn matricu (A), a kao rezultat se dobija 1xn matrica (B). Vratimo se opet sistemu jednačina

 x1 - 4x2 + 3x3 = -7

3x1 +  x2 - 2x3 = 14

2x1 +  x2 +  x3 =  5

Ove jednačine mogu se napisati u sledećem matričnom obliku

[x][A] =[B],

ako su

x = [x1 x2 x3]     i      B = [ -7  14  5]

a
                  1   3   2

          [A] =  -4   1   1

                  3  -2   1

Uočite da je matrica [A] transponovana matrica [a], tj.

A = a'

Pošto imamo ovako definisane A i B, rešenje za x može se dobiti desnim deljenjem.

x = B/A

Rešenje je

     x = [ 3

           1

          -2 ]

Statističke funkcije

MATLAB raspolaže nizom komandi za obavljanje jednostavnih statističkih izračunavanja. Sada ćemo dati objašnjenja za neke od tih funkcija.

	max(x)
	Daje maksimalnu vrednost elementa vektora ili, ako je x matrica, daje vektor vrstu čiji su elementi maksimalne vrednosti iz odgovarajućih kolona matrice.

	min(x)
	Daje minimum od x (analogno max(x)).

	mean(x)
	Daje srednjokvadratnu vrednost elemenata vektora ili, ako je x matrica, daje vektor vrstu čiji su elementi srednjokvadratne vrednosti elemenata iz svake kolone matrice.

	median(x)
	Isto kao mean(x), samo daje medijana vrednost.

	sum(x)
	Daje sumu elemenata vektora ili, ako je x matrica, daje sumu elemenata iz svake respektivne kolone matrice.

	prod(x)
	Isto kao sum(x), samo daje proizvod elemenata.

	std(x)
	Daje standardnu devijaciju elemenata vektora ili, ako je x matrica, daje vektor vrstu čiji su elementi standardna devijacija svake kolone matrice. 

	sort(x)
	Sortira vrednosti u vektoru x ili kolonama matrice i ređa ih u rastućem redosledu. Uočite da će ova komanda poremetiti odnose koji možda postoje između elemenata u vrsti matrice x.

	hist(x)
	Crta histogram elemenata vektora x. Deset podeljaka se označava na osnovu maksimalne i minimalne vrednosti.

	hist(x,n)
	Crta histogram sa n podeljaka skaliranih između maksimalne i minimalne vrednosti elemenata.

	hist((x(:,2))
	Crta histogram elemenata druge kolone matrice x.


Započnimo vežbanje formiranjem matrice dimenzija 12x3, koja predstavlja vremenske serije dva merenja temperature.

Otvorite neki editor i unesite niže navedene podatke. Sačuvajte ASCII datoteku pod imenom vremtemp.dat.


   Vreme(sec)        Temp-T1(K)      Temp-T2(K)

               0.0            306            125

               1.0            305            121

               2.0            312            123

               3.0            309            122

               4.0            308            124

               5.0            299            129

               6.0            311            122

               7.0            303            122

               8.0            306            123

               9.0            303            127

              10.0            306            124

              11.0            304            123

Učitajte datoteku u MATLAB. Podatke ćete sada referencirati kao matricu vremtemp.

Zadajte komande iz gornje tabele i posmatrajte dobijene rezultate. Uočite da je, kada je argument vremtemp, rezultat vektor dimenzija 1x3. Na primer, komanda

M = max(vremtemp)

daje

M = 11  312  129

Ako je argument kolona matrice, komanda identifikuje konkretnu željenu kolonu. Na primer, komanda

M2 = max(vremtemp(:,2))

daje

M2 = 312

Ako se traži varijansa skupa podataka iz kolone matrice, standardna devijacija se kvadrira. Komanda

T1_var = (std(vremtemp(:,2)))^2

daje

T1_var = 13.2727

Ako se traži standardna devijacija podataka matrice

STDDEV = std(vremtemp)

dobija se

STDDEV = 3.6056  3.6432  2.3012

Uočite da komanda

VAR = STDDEV^2

nije prihvatljiva; međutim, komanda

VAR = STDDEV.^2

jeste prihvatljiva i daje sledeći rezultat:

VAR = 13.0000  13.2727  5.2955
Aproksimiranje numeričkih podataka analitičkom funkcijom

U praksi često imamo potrebu da za skup vrednosti parova (x,y) pronađemo jednačinu ili funkciju koja ih aproksimira. Procedura koju ćemo ovde razmatrati može se generalno klasifikovati u dve metode, metodu interpoliranja i metodu najmanjih kvadrata.

Metoda interpoliranja podataka

Pretpostavimo da imate parove podataka (x,y) koji su dati tabelarno. Prirodno je očekivati da postoji neka funkcionalna zavisnost između ovih podataka. Svakom paru vrednosti (xi,yi) odgovaraće po jedna tačka na dijagramu. Kriva linija koja prolazi kroz sve tačke na ovom dijagramu zove se interpolaciona kriva, a sve tačke kroz koje kriva prolazi zovu se i čvorne tačke interpolacione krive.

Interpolaciona kriva koja prolazi kroz n+1 tačaka na grafu dijagrama može se uvek aproksimirati jednačinom y = F(x) u obliku parabole n-tog reda, jer se zamenom vrednosti iz tabele dobija sistem od n+1 jednačina za određivanje n+1 koeficijenata a0, a1, ... , an parabole n-tog reda. Opšti oblik polinoma može se napisati na sledeći način

y = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + ....... + anxn

a odgovarajući sistem jednačina je

y1  = a0 + a1x1   +   a2x12   +   a3x13 + ...... + anx1n 

y2  = a0 + a1x2   +   a2x22   +   a3x23 + ...... + anx2n 

y3  = a0 + a1x3   +   a2x32   +   a3x33 + ...... + anx3n

.     .     .          .           .            .

.     .     .          .           .            .

.     .     .          .           .            .   

yn+1 = a0 + a1xn+1  +  a2xn+12  +  a3xn+13 + ... + anxn+1n     

Ovo je rešiv sistem od n+1 jednačina sa n+1 nepoznatih. Nepoznati su koeficijenti a0, a1,......an. 

Na osnovu matrične algebre i desnog (ili levog) deljenja u MATLAb-u se mogu vrlo jednostavno dobiti nepoznati koeficijenti.

Sistem jednačina može se pogodno izraziti u obliku matrične jednačine

[y] = [X][a]
gde su

       y1            1    x1   x12.....x1n+1          a1

       y2            1    x2   x22.....x2n+1          a2

[y] =       [X] =                             [a] =

       y3            1    x3   x32.....x3n+1          a3

       .            .    .    .       .             .

       .            .    .    .       .             .

       .            .    .    .       .             .

       yn+1          1    xn+1 xn+12... xn+1n+1       an+1

Uočite da desna strana matrične jednačine mora biti proizvod od „n+1”x „n+1” kvadratne matrice i „n+1”x1 matrice kolone! U MATLAB-u se korišćenje Gaussove metode eliminacije naziva levo deljenje ili

[a] = [X]\[y]

Korišćenjem ove metode mogu se dobiti koeficijenti polinoma n-tog stepena koji tačno prolaze kroz „n+1” tačku podataka.

Ako imate veliki skup podataka, korišćenje polinoma n-tog stepena nije dobar izbor. Polinomi stepena većeg od pet ili šest često se problematično ponašaju između tačaka podataka, mada tačno prolaze kroz svaku tašku. Za primer razmotrimo niže navedene podatke.



x          y

               2          4

               3          3

               4          5

               5          4

               6          7

               7          5

               8          7

               9          10

               10         9

Imamo skup podataka za devet tačaka. Posmatranjem podataka uočava se da sa porastom x raste i y. Međutim, ispostavlja se da se to dešava na nelinearan način. Utvrdimo šta podaci daju. U MATLAB-u formirajmo dva vektora ovih podataka.

x9 = [2:1:10];

y9 = [ 4 3 5 4 7 5 7 10 9 ];

Pošto imamo devet parova podataka, može se formirati polinom osmog stepena.

y = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + ....... + a8x8

Da bi se pronašli nepoznati koeficijenti potrebno je definisati vektor kolonu y
y = y9'

kao i matricu X
X = [ones(1,9);x9;x9.^2;x9.^3;x9.^4;x9.^5;x9.^6;x9.^7;x9.^8]'

Uočite da je X definisano korišćenjem transponovanja, funkcije ones() i element-po-element operatora „.^”. Tako definisani X i y zadovoljavaju jednačinu

[X][a] = [y]

Da biste u MATLAB-u izračunali koeficijente matrice a zadajte sledeću komandu

a = X\y

Dobija se sledeće rešenje

a = [ 1.0e+003*

           3.8140

          -6.6204

           4.7831

          -1.8859

            .4457

          - .0649

            .0057

          - .0003

            .0000 ]

Uočite da je deveti koeficijent a(8) nula. U stvari, on je konačne veličine, a pojavljuje se kao nula zato što MATLAB prikazuje samo četiri značajne decimale. Da bi se prikazali koeficijenti sa više značajnih cifara potrebno je zadati sledeću komandu

format long

a

i format je promenjen na 15 značajnih cifara. Jasno je da a(8) nije nula, ono je mali broj zato što množi broj x koji se diže na osmi stepen.

Metoda najmanjih kvadrata

Možda bi kod prehodnog primera polinom trećeg stepena bio zadovoljavajući izbor; međutim, polinom trećeg stepena ima četiri nepoznata koeficijenta, a imamo na raspolaganju devet tačaka. Koje četiri tačke od devet da izaberemo? Metoda najmanjih kvadrata taj problem rešava tako što pronalazi „srednju” ili najbolju krivu koja sadrži informacije od svake tačke podataka. Razmatranje algoritma premašuje granice ovog priručnika i čitaoci se upućuju na usko stručnu literaturu iz oblasti numeričke analize. Zadržaćemo se na polinomijalnom obliku i odrediti rezultat za polinom trećeg stepena.

Ako želite da podatke aproksimirate kvadratnom ili linearnom jednačinom, lako ćete izabrati

redukovane matrice koje daju tražene koeficijente. Prema tome, pronađimo koeficijente za jednačinu

y = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 

Četiri nepoznata koeficijenta se izračunavaju iz

a = X \ B

gde su

          a0           m   ‘xi ‘xi2 ‘xi3                 ‘yi

          a1         ‘xi   ‘xi2 ‘xi3 ‘xi4                ‘xiyi

   [a] =       [X] =                             [B] =

          a2         ‘xi2 ‘xi3 ‘xi4 ‘xi5                 ‘xi2yi

          a3         ‘xi3 ‘xi4 ‘xi5 ‘xi6                 ‘xi3yi

Sumira se na intervalu od 1 do m, gde je m broj parova podataka (x,y). Uočite da kod metode najmanjih kvadrata morate imati bar jedan podatak više nego što imate nepoznatih koeficijenata, tj. mora biti m > n+1.

MATLAB ima funkciju za izračunavanje polinoma (jednačine) koja aproksimira podatke metodom najmanjih kvadrata. Ta komanda je

polyfit(x,y,n)
gde su x i y vektori podataka, a n red polinoma kojim se vrši aproksimacija metodom najmanjih kvadrata. Komanda polyfit kao rezultat vraća vektor čiji su elementi koeficijenti polinoma. Elementi vektora su u obrnutom redosledu u odnosu na redosled koji imaju kao koeficijenti kod polinoma, tj. prvi je koeficijent najvišeg reda, a poslednji je koeficijent najnižeg reda.

Zadaci za vežbanje

Rešite sledeće sisteme linearnih jednačina korišćenjem inverzne matrice i levog i desnog deljenja.

a)   r  +  s  +  t  +  w  =  4

   2r  -  s        +  w  =  2

   3r  +  s  -  t  -  w  =  2

    r  - 2s  - 3t  +  w  = -3

b) 2x1 +  x2 - 4x3 + 6x4 + 3x5 - 2x6 = 16

   -x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 - 2x5       = -7

    x1 - 2x2 - 5x3 + 3x4 + 2x5 +  x6 =  1

   4x1 + 3x2 - 2x3 + 2x4       +  x6 = -1

   3x1 +  x2 -  x3 + 4x4 + 3x5 + 6x6 = -11

   5x1 + 2x2 - 2x3 + 3x4 +  x5 +  x6 =  5

