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1 Uvod

Neka je postavljen slede¢i problem: zagrevati sud s vodom i izmeriti temperaturu vode
nakon jednog, dva, tri, odnosno cetiri minuta. Na osnovu dobijenih rezultata nacrtati
grafik zavisnosti temperature vode od proteklog vremena, znajuéi da je u pitanju prava
linija.

Problem je naizgled jednostavan, ali ubrzo bismo ustanovili da izmerene vrednosti ne
sac¢injavaju pravu liniju. Drugim recima, izmereni rezultati nisu egzaktni, ve¢ sadrze
neku gresku; ove greske mogu nastati kao posledice raznih stvari: nesavrSenosti mernih
instrumenata, nesavrsenosti uslova eksperimenta, ljudskog faktora itd. Zelimo, dakle,
da dobijeni grafik sto manje (u izvesnom smislu) odstupa od izmerenih rezultata, tj. da
predstavlja dobru aproksimaciju.

U praksi se najcesée uzimaju u obzir vertikalna odstupanja (na slici levo), za razliku od
normalnih (slika desno). Ovo ima sledeée prednosti: direktno predstavlja zavisnost y od
datog x (ono §to se najcesée i zeli), formule s kojima ¢e se raditi postaju znatno jednos-
tavnije, a metod ¢emo moci da koristimo i za trazenje aproksimacija polinomima viseg
stepena i ostalim funkcijama (naime, u datom primeru rec je o tzv. linearnoj regresiji,
bududi da se trazi grafik koji je linearna funkcija, ali tako nesto je u praksi prili¢no retko;
videti sliku dole za primer linearne regresije i primer aproksimacije drugacijom funkci-
jom). U svakom slucaju, ukoliko su greske svedene na ”razumnu meru”, razlika izmedu
vertikalnih i normalnih odstupanja postaje zanemarljiva.




Postavlja se pitanje kako definisati najbolju aproksimaciju. Mogli bismo zahtevati da
suma apsolutnih vrednosti odstupanja (gresaka) bude $to manja; ovo se ponekad naziva
[y aproksimacija. Mogli bismo, s druge strane, zahtevati da najvece odstupanje bude sto
je manje moguée (naravno, po apsolutnoj vrednosti); ovo se ponekad naziva [, aproksi-
macija. Ipak, u praksi se najées¢e minimizuje zbir kvadrata odstupanja; ovo se naziva [y
aproksimacija ili aproksimacija najmanjih kvadrata, sto je i tema ovog rada.

razlicitim okolnostima. Jedan sveobuhvatan tekst, ako bi ga uopste i bilo moguce sastaviti,
zauzimao bi neuporedivo vise prostora od ovog rada. Stoga je cilj autora samo da ¢itaoca
uvedu u ovu temu, a za viSe informacija o metodu najmanjih kvadrata i aproksimaciji
uopste preporucuju literaturu datu na kraju.



2 Istorijski poceci

Osnove metoda najmanjih kvadrata razvio je Gaus' 1795. godine, kada je bio osam-
naestogodisnjak. Ipak, nije ga objavio do 1809, kada se ovaj metod pojavio u drugom
tomu njegovih radova o nebeskoj mehanici, Theoria Motus Corporum Coelestium in sec-
tionibus conicis solem ambientium. U meduvremenu je do slicnog metoda nezavisno dosao
i Adrijen-Mari Lezandr?, koji je 1805. uz svoju knjigu Nouwvelles methods pour la deter-
mination des orbites des cometes objavio dodatak na devet strana pod nazivom Sur la
metode des moindres quarres (8to je izazvalo i Zucne polemike izmedu Gausa i Lezandra,
jer je svaki smatrao da on polaze pravo na prvobitno otkriée ovog metoda). Za nepunu
deceniju, metod se vrlo brzo rasirio po Evropi i postao nezaobilazan, naroc¢ito u astronomiji
i geodeziji. Govorilo se da je metod najmanjih kvadrata za statistiku ono sto je diferen-
cijalni racun za analizu.

Jedna od najranijih potvrda jacine ovog metoda dosla je upravo u astronomiji. Puzepe
Pjaci®, otkrio je 1. januara 1801. patuljastu planetu Cereru i uspeo je da prati njeno
kretanje ¢etrdeset dana, dok se nije izgubila u Sun¢evom sjaju. Na osnovu podataka koje
je on dotad prikupio, trebalo je predvideti kada ¢e Cerera opet doéi u vidno polje. Tada
dvadesetcetvorogodisnji Gaus izvrsio je proracune na osnovu metoda koji je razvio, i up-
ravo na osnovu njegovih prora¢una Fon Cah?* je ponovo locirao Cereru.

Dokaz optimalnosti (u izvesnom smislu) ovog metoda dao je Gaus 1829, a danas je poznat
pod nazivom Gaus-Markovljeva® teorema.

!Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nemacki matematicar.

2 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), francuski matematicar.
3Giuseppe Piazzi (1746-1826), italijanski astronom i matematicar.
4Franz Xaver von Zach (1754-1832), austrijski astronom.
SAumpenn Annpeesnu Mapros (1856-1922), ruski matematicar.
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3 Metod najmanjih kvadrata - uopsteno

Formalizujmo razmatranje iz uvoda. Neka su izmerene velicine (z;,v;), i = 1,2,...,n, i
neka je poznat oblik funkcije ® koja treba da sto pribliznije aproksimira ove podatke.
Pod poznavanjem oblika funkcije podrazumevamo poznavanje skupa baznih funkcija
{@i}, na osnovu kojih konstruisemo funkciju ®. Zavisnost funkcije ® od funkcija ¢;
data je preko konstanti aq, as, ..., a,,, a cilj je da njih adekvatno odredimo. Uzima se da
jen >m.

Aproksimacije [y, I, i1 I pomenute u uvodu sada se mogu interpretirati kao nalazenje
minimuma funkcija

n
Z ‘q)(xlﬂ ai, Az, ... 7am) - yl‘a
i=1

11/2@&5% ‘q)(xlﬂ ay,Q, . .. ,CLm) - yl‘v

odnosno
n

Z ((I)(xz; a1, a2, ... 7am) - %)2

i=1
redom. Odmah se primecuje da prve dve funkcije nisu diferencijabilne, sto je otezavajuca

okolnost za nalazenje minimuma. Zato je upravo metod najmanjih kvadrata najkoriséeniji,
kako je i receno u uvodu.

Ukoliko je funkcija

n

Z(@(mi;al,ag,...,am) — ), (1)

i=1
(ozna¢imo je kraée sa H(aj,as,...,an)) zaista diferencijabilna, i ako su svi parcijalni
izvodi neprekidni, moraju biti ispunjeni sledeé¢i uslovi:

)

oOH

R

3@1

OH

R

8a2

0OH

7 0

aam /

pa vrednosti ay, as, . . . , a,, mozemo dobiti reSavanjem ovog sistema jednacina. Ove jednacine

nazivaju se normalne jednacine.



Posebno, neka je za dati skup baznih funkcija {¢;}? ; funkcija ® definisana na sledeéi
nacin:
O(zsay,...,0n) = a191(x) + aspa(x) + - - + Appm ().

Funkcija @ je, dakle, linearna kombinacija funkcija ¢;, pa se zbog toga ovaj specijalan
slucaj naziva linearni najmanji kvadrati. Najpre primetimo da sve moguce ovako
definisane funkcije ® ¢ine vektorski prostor nad poljem R, dok funkcije ¢;, 1 =1,2,...,m,
pripadaju bazi tog vektorskog prostora. Zato je prirodno podrazumevati da su funkcije
¢; linearno nezavisne, a posmatracemo i specijalan slucaj kada su ¢; i ¢; medusobno
ortogonalne za sve i # j.

Pre nego sto predemo na detaljnije ispitivanje osobina linearnih najmanjih kvadrata,
definisa¢emo ortogonalnost i druge osnovne pojmove iz linearne algebre.



4 Skalarni proizvod i ortogonalnost vektora

Neka je V' vektorski prostor nad poljem R.

Skalarni proizvod na V jeste svaka funkcija (-,-) : V' x V — R sa slede¢im osobinama:
(Vu,v,w e V)V aeR)

[u—
—~
£
4
~—

- (/U7 u)?

b

3
4.
D.
Norma vektora je funkcija || - || : V — R,
def
lull = v/ (u, u).

Vektori su, po definiciji, ortogonalni ako im je skalarni proizvod jednak 0.

Ako uq,us,...,u, €V, matrica
(ur,ur) (i, ug) -+ (ur,ug)
Glug ..oy = | (121 L)
() (yus) - (g, g)

naziva se Gramova® matrica, i moZe se pokazati da je ona regularna ako i samo ako su

vektori uy, us, . . ., ug linearno nezavisni. Primetimo jos toliko da za uzajamno ortogonalne
vektore uq, us, . .., u, Gramova matrica izgleda ovako:
lwl* 0 o0
2
0 flugf® -~ 0
2
0 0 o [l

Vratimo se na nas primer. Ukoliko posmatramo vektorski prostor neprekidnih funkcija na
intervalu [a, b], za dve funkcije f i g skalarni proizvod (f, g) najcesce se definise na sledeéi
nacin:

(f,g) % / F(2)g(x) do.

6Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916), danski matematicar.
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Ako za [a, b] uzmemo takav interval da x; € [a,b] za sve i = 1,2,...,n, mogli bismo (uz
izvesne dodatne uslove) upravo ovako definisati skalarni proizvod za funkcije s kojima
radimo.

Medutim, nas zanimaju samo vrednosti ovih funkcija u tackama xy, s, ..., x,, te ¢e biti
mnogo prakti¢nije da posmatramo slede¢e n-dimenzionalne vektore:

T n a
Lo Y2 a2
az = b y = b a’ = )

Tn Yn Qp,

or(r1)
T

YL = (pk(: 2) , k=1,2....m,

@k(xn)

i nad njima definiSemo skalarni proizvod kao

0
def V2
(u,v) = uw v="|u; uy -+ Uy .| =wvrFugva + - Uy (2)
Un,
Ukoliko su ¢; i ¢; ortogonalne, vazi:
(#i; Soj) =0,

tj.
pi(z1)pi(T1) + wi(z2)pj(2) + - + wilzn)ps(Tn) = 0.



5 Linearni najmanji kvadrati

Pogledajmo kako glase normalne jednacine za ovaj slucaj.

n

H(ai,a,... am) = Z (a191(xi) + agpa(w;) + - - + Qmom(w;) — Z/z‘)2
i1

OH -
day ; 2¢x(xi) (arp1(xi) + azpa(i) + - + ampm (@) — vi) =

= QZ%(%) (Z ajpi(xi) — yi) =
=2 (ZZgok xz ajcp] ZL‘Z ngk xz Z)

i=1 j=1

Izjednacavajuéi s nulom ovakve izraze za svako k& = 1,2,...,m dobijamo sistem lin-
earnih jednacina:

m

ZaJZgok z;)p;(x;) ngk ;) Yi kE=1,2,...,m. (3)

Dokazimo da ovaj sistem ima jedinstveno resenje (a},al, ..., a’ ). To je ta¢no akko sistem

m

ZCLJZSOk(-Ti)SOj(-Ti):O, k=1,2,...,m (4)
j=1 i=1

ima jedinstveno resenje. Pretpostavimo suprotno, dakle da postoje ay, as, ..., a,, koji nisu
svi jednaki nuli i koji zadovoljavaju (4). Primetimo da tada vazi:

n

ZZCLJ% i ZakSOk ;) = Zak D4 ) wrla)ps() =0,
k=1 =1 =1

i=1 j5=1

g

=0

Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da su ; nezavisne. Time je dokaz zavrSen.

Pogledajmo jos i sta se deSava ukoliko su ¢; i ¢; ortogonalni za sve ¢ # j. Tada dalje
uproséavamo (3):

O_Zajzgok xz SOJ xz ngk xz z—akzgpk xz _ngk(‘rl)yl?
z =1

:()Zak;é]




iz cega odmah dobijamo resenja:

Z or(Ti)yi
=1

aZ:i—, k=1,2,...,m. (5)
Zsﬁkz(ﬂfi)?
i=1

Primetimo da je imenilac sigurno razli¢it od nule, budué¢i da bi suprotno impliciralo
or(z;)) =0zasvei=1,2,... n,a to je nemoguce.

Naglasimo da iz same ¢injenice da je neSto resenje normalnih jednacina ne sledi da je to
ujedno i minimum funkcije H (znamo samo da je to stacionarna tacka). Ipak, lako se
prime¢uje da je funkcija H konveksna (medu sabircima od kojih je sacinjena svaki jeste
konveksna funkcija, a zbir konveksnih funkcija opet je konveksna funkcija), te funkcija

*(z) = arpi(x) + arpe(w) + -+ + apm(2)

jeste najbolja aproksimacija, i pri tom jedinstvena.

Sistem (3) mozemo izraziti i preko matrica. Uoc¢imo, pre svega, da ga mozemo zapisati i
kao:

qu(‘pk?@j)_(‘Pkay):Ov k:1727"'7m'
j=1

Dalje, neka je

p1(z1)  pa(z1) ©m (1)
B= Sol(zm m(sxz) %SM =l w0 oo, ] ERVT,
®1 (mn) P2 (xn) o om(Tn)

i primetimo da je BTB = G(¢1, %3, ---,¥,,) (Gramova matrica). Vidimo da sistem (3)
predstavlja upravo jednakost
BTBa = BTy.

Iz ovoga sledi da sistem ima jedinstveno resenje kada je BT B regularna matrica, §to znaéci
da je jedinstvenost resenja zapravo posledica ¢injenice da je G(¢@q, @, - - -, p,,) regularna
ako i samo ako su vektori ¢, ¢, ..., @,, linearno nezavisni (kao u nasem slucaju). Uko-
liko, pored toga, pretpostavimo i da su medusobno ortogonalni, sistem se svodi na:

=A% 0 0 a1 #1

0 lgol® -+ 0 as ¥

. : , : =1 |y
0 0 enll* | | an P
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Sto nam omogucuje da izrazimo

lexllPar = (e4-w),

a to je upravo zapis (5) preko vektora.

Za kraj, napomenimo da je sve ovo specijalan slucaj opstije teoreme iz linearne algebre,
za skalarni proizvod definisan kao (2). U opstem slu¢aju moze se reéi:

Neka su funkcije p1,@9,...,pm baza prostora U. Tada postoji jedinstveno odredena
funkcija
=) a4y
j=1
takva da je

19" —ylI* < l|® =yl

za sve © € U. Funkcija ®* je odredena jednacinama

(y— @, p;) =0, j=12,...,m.

Dokaz ove teoreme neéemo davati, a zainteresovane ¢itaoce upuéujemo na [1], odakle je
formulacija preuzeta.
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6 Implementacija u programskom paketu Mathemat-
ica

Pokazac¢emo kako se moze pronaci aproksimacija linearnih najmanjih kvadrata koris¢enjem
programskog paketa Mathematica. Da bismo izracunali koeficijente aq,as,...,a,, ko-
risticemo se sistemom (3), koji ¢emo resavati komandom Solve. Sledi kod kojim se to
postize.

NajmanjiKvadrati[merenja_, baza_] :=
Module[
{n = Length[merenjal], m = Length[bazal], sistem, promenljive,
resenje},
sistem =
Table[
Sum [
(bazal[[k]] /.
x -> merenjal[[i, 1]1) (Sum[
Subscriptla, jl (bazall[jl] /. x -> merenjalli, 111), {j, 1,
m}] - merenjal[i, 2]11),
{i, 1, n}
1 =0,
{k, 1, m}
1;
promenljive = Table[Subscriptla, 1], {1, 1, m}];
resenje = Solve[sistem, promenljive];
Sum([resenje[[1, i, 2]] bazal[il], {i, 1, m}]
]

Za @1(z) = 1, pao(x) =z, 3(x) = 2% i

x| —08|-06|—-04[-02] 0 | 02 | 04 | 06| 0.8
y | 0.65 ] 0.35 [ 0.15 | 0.04 | 0.01 | 0.035 | 0.155 | 0.36 | 0.645

funkcija se poziva komandom

NajmanjiKvadrati[{{—O.S, 0.65}, {-0.6, 0.35}, {-0.4, 0.15}, {-0.2,
0.04}, {0, 0.01}, {0.2, 0.035}, {0.4, 0.155}, {0.6, 0.36}, {0.8,
0.645}}, {1, x, x"2}]

1 vraca rezultat

-0.00311688 + 0.00125 x + 1.0096 x"2.

12



Pogledajmo grafik ovog primera:

Jasno je, ukoliko su funkcije ; medusobno ortogonalne, mozemo upotrebiti i gotovu
formulu (5). U tom sluéaju imamo nesto jednostavniji kod:

NajmanjiKvadratiOrtogonalni[merenja_, baza_] :=
Module [
{n = Length[merenjal], m = Length[bazal]},
Sum[bazal[[
k]] (Sum[(bazal[k]] /. x -> merenjal[i, 1]]) merenjalli, 2]], {i,
1, n}])/(Sum[(bazal[k]] /. x -> merenjalli, 111)°2, {i, 1,
n}l),
{k, 1, m}
]
]

Primera radi, komanda

NajmanjiKvadratiOrtogonalni[{{-0.4, 0.93}, {-0.2, 0.66}, {0,
0.51}, {0.1, 0.42}, {0.5, 0.1}}, {1, x}]

vraca rezultat
0.524 - 0.895652 x,

a grafik ovog primera je

S 0.8

—04 -0.2 0.2 04

Naravno, isto se dobija i koriS¢enjem funkcije NajmanjiKvadrati.
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7 Nelinearni najmanji kvadrati

Ne postoji postupak koji resava problem nelinearnih najmanjih kvadrata u opstem slucaju.
Takvi problemi moraju se reSavati iterativnim postupcima dok ne postignemo zadovol-
javajucu tacnost. Bez zelje da detaljnije ulazimo u ovu problematiku, u ovom poglavlju
dajemo samo uvodnu pric¢u, onoliko koliko je (po nasem misljenju) potrebno da ¢itaoce
zainteresuje za dalja istrazivanja.

Neka je, kao i dosad,

hn ai
Y2 a
Yy = . , a= .
Yn Qp
i uvedimo jos:
(P(Ila ai,ag, . .. 7am)
P(xo;a1,a9,...,0,
B(a) = (22501 2 )
O(xp;a1,a9,...,a0,)
Cilj je da nademo
ay
. a;
a* = .
Uy,
koje minimizuje izraz
|®(a) -yl
sto je, primetimo, vektorski zapis izraza (1).
Ako je funkcija ®(z;; a1, as, . . ., a,,) neprekidno diferencijabilna po a; zasvei = 1,2, ..., m,
neka je
00(x1;a1,a9,...,60,) O0P(x1;a1,a9,...,a0y) 00(x1;a1,a9,...,0n)
daq day da,,
00 (x9; a1, a9,...,0,) OP(x9;a1,a9,...,a0y) 0D (x9; a1, a9, ..., an)
D®(a) = day day oa,,
0V(xp;a1,a9,...,0,) OP(xy;ar,as,...,a4,) 0P(xy; a1, a9, ..., a0y)
L (9a1 8(12 aam _
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jakobijan funkcije ®, i neka je
r(a) =y — ®(a).

Naveséemo Gaus-Njutnov’ algoritam, koji svodi problem na traZenje niza linearnih
najmanjih kvadrata, dok se ne dostigne zadovoljavaju¢a tacnost. Postupamo na sledeéi
nac¢in. Neka je data pocetna tacka a®. Iduée aproksimacije aV,a®,... dobijamo
narednim procesom:

1. Za postojece a' izracunavamo s koje minimizuje izraz
[D® (@) s —r (a®)][".
Primetimo da ovde, u stvari, reSavamo problem linearnih najmanjih kvadrata.

2. Posmatramo £(7) = H<I> (a(i) + TS(i)) — y’ }2 i biramo najmanji nenegativan ceo broj

k takav da vazi: )

£27) <€) = ||r (aM)][I"-

3. Uzimamo

"Isaac Newton (1643-1727), engleski fizicar, matematicar i astronom.

15



8 Tezinski najmanji kvadrati

Na kraju, moze se reci jos nekoliko reci o tezinskim najmanjim kvadratima. Prilikom
vrsenja nekog eksperimenta moze se dogoditi da su neki dobijeni rezultati pouzdaniji
od drugih i da im treba pridati veéu vaznost (ili ve¢u "tezinu”) prilikom trazenja dobre
aproksimacije. Drugim rec¢ima, u izraz (1) dodajemo jos jedan set parametara, i trazimo
minimum izraza

Z w; (P(ws;a1,ag,. .., am) — %)2 )
i=1

gde su wy, wo, . . ., w, pozitivni realni brojevi. Oni su unapred zadati na osnovu oc¢ekivanog
odstupanja rezultata merenja od prave vrednosti, tako sto ve¢em ocekivanom odstupanju
odgovara manja tezina (netemo se baviti detaljima). Jasno, ukoliko su sve tezine je-
dini¢ne, dobijamo dosad razmatrani slucaj.

Radi ilustracije efikasnosti ovog metoda navodimo donji grafik.

Aproksimacija s jediniénim tefinama

|

.}?

T

I TeZinska aproksimacija

X

Ocekivana odstupanja ubelezena su pomocu linija kod svakog rezultata merenja. Sa slike
se jasno vidi koliko je tezinska aproksimacija preciznija. Posebno obratimo paznju na to
koliko je prava dobijena aproksimacijom s jedini¢nim tezinama udaljena od nekoliko prvih
tacaka.

Veéina dosad izlozenog moze se bez ve¢ih poteskoca uopstiti na tezinske najmanje kvadrate.
Zadrza¢emo se samo na sistemu (3) i na formuli (5) (za medusobno ortogonalne bazne
funkcije).

Zaista, u ovom slucaju, potpuno analogno kao u poglavlju 5, dobijamo slede¢i sistem:

n

Zm:a Zwlcpk z;)pi(x;) Zwlgok )y =0, k=1,2,...,m.

]:1 =
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Sada ¢emo zastati i razmotriti moze li se skalarni proizvod definisati pogodnije nego sa
(2). Ispostavlja se da moze, naime:

def
(u,v) = WUV + WallgVg + + -+ + WUy Uy

Uz ovako definisan skalarni proizvod dokaz jedinstvenosti resenja gornjeg sistema tece
potpuno analogno onom datom u poglavlju 5, a za medusobno ortogonalne ; (jasno, s
obzirom na novi skalarni proizvod) dobija se resenje:

Z wi@k(%)yz‘
CLZ =1

Z wispr(:)?
i=1

, k=1,2,...,m.
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