
Neka je L jezik prvoga reda i T teorija prvoga reda jezika L. Pretpostavimo da je L∗
jezik prvoga reda koji se razlikuje od jezika L samo po tome xto sadr�i funkcijski znak f
du�ine n+ 1 koga nema u jeziku L. Pretpostavimo ǌox da je ϕ(x1, . . . , xn, y) formula jezika
L takva da je formula

∀x1 . . . xn∃yϕ(x1, . . . , xn, y) (1)

teorema teorije T . Sa T ∗ oznaqimo teoriju prvog reda jezika L∗ koja se od teorije T
razlikuje samo po tome xto ima dodatnu aksiomu

∀x1 . . . xnϕ(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)).

Tada za ma koju reqenicu θ jezika L va�i: θ je dokazivo u teoriji T ako i samo ako je
dokazivo u teoriji T ∗.

Zaista, ako je θ dokazivo u T , tim pre je dokazivo i u T ∗, jer teorija T ∗ ima sve aksiome
koje ima i teorija T . Obrnuto, neka θ nije dokazivo u teoriji T . Tada postoji model M
teorije T u kojoj va�i ¬θ. Poxto u modelu M va�e aksiome teorije T u modelu M va�i�e i
formula (1). Otuda za ma koje a1, . . . , an iz skupa nosaqa M modela M postoji b iz M takvo
da u modelu M va�i formula ϕ(x1, . . . , xn, y) pri valuaciji v za koju je v(xi) = ai i v(y) = b.
Dakle, postoji funkcija g : Mn −→ M takva da za ma koje a1, . . . , an ∈ M i b = g(a1, . . . , an) u
modelu M va�i formula ϕ(x1, . . . , xn, y) pri valuaciji v za koju je v(xi) = ai i v(y) = b. Ako
funkcijski simbol f interpretiramo kao funkciju g, dobijamo model M∗ teorije T ∗ u kome
jox va�i i ¬θ, Stoga θ nije teorema teorije T ∗.

Pre�imo sada na teoriju skupova ZF bez aksiome izbora i ”doka�imo” da je aksioma
izbora ǌena teorema. Formula

∀x∃y(((∃z)z ∈ x)⇒ y ∈ x)

je vaǉana, pa je kao takva teorema bilo koje teorije jezika LZF , pa i teorije ZF . Neka je
ZF ∗ teorija koja od aksioma ima sve aksiome teorije ZF i jox aksiomu

∀x(((∃z)(z ∈ x))⇒ f(x) ∈ x).

Prema prethodnom, dovoǉno je da doka�emo da je aksioma izbora teorema teorije ZF ∗.
Neka je x ma koji skup qiji su svi elementi neprazni i disjunktni skupovi. Prema

aksiomi zamene postoji skup A = {f(y) : y ∈ x}. Za ma koje y ∈ x va�i f(y) ∈ y, pa f(y) ∈ A∩y.
Sa druge strane, ako z ∈ A ∩ y, onda je z = f(y′) za neko y′ ∈ x. No, zbog f(y′) ∈ y′ va�i
z ∈ y ∩ y′, pa je zbog me�usobne disjunktnosti elemenata skupa x va�i y = y′ i samim tim
z = f(y), odakle je konaqno A ∩ y = {f(y)}.

Dakle, dokazali smo da za ma koji skup x qiji su svi elementi neprazni disjunktni
podskupovi postoji skup A koji sa svakim elementom skupa x ima taqno jedan zajedniqki
element.

Gde je grexka?

1


