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Neka su S, S′′ i S′′ sinhronizovani (xto �e se ubudu�e podrazumevati) referentni sis-
temi sa istim smerom proticaǌa vremena (xto �emo tako�e ubudu�e podrazumevati), pri
qemu S i S′ imaju istu orjentaciju x-ose, a S′′ suprotnu orjentaciju x ose u odnosu na
ǌih. Neka se oni nalaze u me�usobnom ravnomernom pravolinijskom kretaǌu. Uslov da
je kretaǌe ravnomerno i pravolinijsko znaqi da su ǌihove prostorvremenske koordinate
povezane linearnim transformacijama.

x = αx′ + βt′ + p,

t = γx′ + δt′ + q.
(1)

Uslov sinhronizovanosti znaqi da je

(x = 0 ∧ t = 0) ⇔ (x′ = 0 ∧ t′ = 0),

odnosno p = q = 0, pa se jednaqine (1) svode na
[

x

t

]
= A

[
x′

t′

]
, A =

[
α β

γ δ

]
(2)

pri qemu A mora biti inverzibilna matrica da bi postojala i obrnuta transformacija.
Pretpostavimo jox da se sistem S′′ kre�e u sistemu S istom brzinom, ali u suprotnom

smeru. Poxto su svi smerovi ravnopravni, koordinate sistema S i S′′ moraju biti povezane
jednaqinama [

x

t

]
= DA

[
x′′

t′′

]
, D =

[ −1 0

0 1

]
. (3)

Pixu�i X umesto [x t]T , X ′ umesto [x′ t′]T i X ′′ umesto [x′′ t′′]T i uzimaju�i u obzir da
je D−1 = D, dobijamo da je

X ′ = A−1DX = A−1DAX ′′, X ′′ = A−1X = A−1DAX ′,

odnosno
X ′ = BX ′′, X ′′ = BX ′, B = A−1DA. (4)

Iz osobina traga i determinante matrice dobijamo da je

Tr(B) = Tr((A−1D)A) = Tr(A(A−1D)) = Tr(D) = 0,

det(B) = det(A−1AD) = det(A−1)det(D)det(A) = −det(A)−1det(A) = (−1).
(5)

Stoga matrica B mora imati oblik

B =

[
a −b

c −a

]
, (6)
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za neke vrednosti a, b, c za koje je bc = a2 − 1 (zbog uslova det(B) = (−1)). Ako bi bilo a = 0,
onda ne bi vreme moglo da protiqe samo u jednom smeru, a da se prostorna koordinata mo�e
meǌati u oba smera. Zato, neka je a 6= 0.

Neka je S′′′ sistem koji se od S′′ razlikuje samo po tome xto ima obrnut smer x-ose.
Dakle, uz oznaku X ′′′ = [x′′′ t′′′]T neka je

X ′′ = DX ′′′.

Tada je

X ′ = BX ′′ = CX ′′′, C = BD =

[
a b

c a

]
.

Ako neka taqka miruje u sistemu S′′′, to jest, va�i dx′′′ = 0, onda je

dx′ = b dt′′′, dt′ = a dt′′′,

pa je brzina te taqke u sistemu S′ jednaka

v =
dx′

dt′
=

b

a
,

odnosno, uzimaju�i u obzir da je bc = a2 − 1 i a 6= 0

b = av, c =
a2 − 1

av
.

Stoga, matrica C prelaska sa koordinata sistema S′′′ na koordinate sistema S′ ima oblik

C =

[
a av

a2−1
av a

]
.

Opet, zbog ravnopravnosti smerova, veliqina a mo�e zavisiti samo od brzine v kretaǌa
sistema S′′′ u sistemu S′.

Brzina v je sa druge strane, funkcija samo brzine kretaǌa sistema S′ u sistemu S
(odnosno sistema S′′ u sistemu S u suprotnom smeru. Pretpostavili smo da su te brzine
iste), neprekidno zavisi od ǌe, ve�a je od ǌe i kada je ona bliska nuli i brzina v je bliska
nuli. To znaqi da v mo�e biti bilo koja brzina iz intervala (−V, V ), ako je V takvo da je
svaka od brzina iz tog intervala mogu�a brzina uzajamnog kretaǌa dva referentna sistema.

Ako bismo odredili funkciju a(v), znali bismo opxti oblik transformacije koordinata
izme�u dva referentna sistema iste orjentacije x osa, koji se uzajamno kre�u ravnomerno
i pravolinijski.

Neka je v′ bilo koja ”dopustiva” brzina. Mo�emo zamisliti neke koordinatne sisteme
S1, S2, S3 iste orjentacije x osa, pri qemu je brzina kretaǌa sistema S2 u sistemu S1 jednaka
v, sistema S3 u sistemu v′ i sistema S3 u sistemu S1. Pod tim pretpostavkama uz oznake
a = a(v), a′ = a(v′) i a′′ = a(v′′) va�i

[
a′′ a′′v′′

a′′2−1
a′′v′′ a′′

]
=

[
a′ a′v′

a′2−1
a′v′ a′

][
a av

a2−1
av a

]

odnosno [
a′′ a′′v′′

a′′2−1
a′′v′′ a′′

]
=


 aa′ + a′v′(a2−1)

av aa′(v + v′)

(a′2−1)a
a′v′ + (a2−1)a′

av aa′ + av(a′2−1)
a′v′


 .

Poxto je

aa′ +
a′v′(a2 − 1)

av
= a′′ = aa′ +

av(a′2 − 1)
a′v′
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va�i
a′v′(a2 − 1)

av
=

av(a′2 − 1)
a′v′

,

odnosno
(a(v))2 − 1
(a(v)v)2

=
(a′(v′))2 − 1
(a′(v′)v′)2

.

Poxto gorǌa jednakost va�i za ma koje dopustive brzine v i v′, postoji konstanta K takva
da je

(a(v))2 − 1
(a(v)v)2

= K,

za ma koju dopustivu brzinu v ili ekvivalentno

(a(v))2 =
1

1−Kv2
.

Uslov da koordinatni sistemi imaju istu orjentaciju x osa se svodi na a(v) > 0, odakle
sledi

a(v) =
1√

1−Kv2
,

pa se matrica C svodi na matricu

T (v) =
1√

1−Kv2

[
1 v

Kv 1

]
.

Neka je v1 ∗ v2 = v1+v2
1+Kv1v2

. Lako se proverava da je

T (v1)T (v2) = T (v1 ∗ v2), v ∗ 0 = v, v ∗ (−v) = 0,

kao i da je T (0) jediniqna matrica, odakle sledi da je skup svih matrica oblika T (v)
grupa. Me�utim, tu ipak postoji jedna ”zamka”. Ako je K < 0, onda brzina v = (−K)−1/2

nije dopustiva, jer bi u suprotnom dopustiva brzina v ∗ v bila nedefinisana. Stoga, skup
dopustivih brzina u tom sluqaju mora biti interval sa krajevima −V i V za neko V ∈
(0, (−K)−1/2). Me�utim, nijedan od takvih skupova ne mo�e biti zatvoren za operaciju ∗
jer za K < 0 i |v| < (−K)−1/2 va�i v ∗ v > 2 v. Stoga, skup svih matrica oblika T (v) za
vrednosti v iz nekog skupa koji obuhvata barem jednu okolinu nule ne mo�e biti grupa.
Stoga je K > 0.

Za K = 0 dobijaju se Galilejeve transformacije, a za K > 0 i c = K−1/2 Lorencove. U
prvom sluqaju je skup svih dopustivih bryina neograniqen, a u drugom je interval (−c, c).
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