CHAPTER 5

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA |
TEORIJA RELATIVNOSTI

U ovom poglavlju ispituju se neka osnovna svojstva krivitovisi. U svakoj téki
prostorne krive mbe se konstruisati pokretni koordinatni sistem koji seajastl
tangentnog vektora, normalnog vektora i vektora binorrkajgje upravan i na tan-
gentni i na normalni vektor. Ptanjem promena ovih vektora Hprostorne krive
dolazi se do pojmova krivine i torzije prostorne krive. Knig je mera promene tan-
gentnog vektora na krivu, a torzija je mera izvijanja krigean ravni. Ustanovljava
se da prave linije imaju krivinu nula, a ravanske krive imjtziju nula.

Slicno, svakoj glatkoj powi pridruzuje se dve powinske koordinatne krive i nor-
malni povsinski vektor kroz svaku &ku na povsi. Povsinske koordinatne krive
imaju tangentne vektore koji zajedno sa normalnim pmakim vektorontine skup
baznih vektora. Pontw ovih vektora defiriiu se dvodimenzijska painska metrika
i jedan tenzor drugog reda tzv. tenzor krivine. Koordindtriee imaju tangentne
vektore koji zajedno sa pasinskom normalon€ine koordinatni sistem u svakoj
tacki povisi. Promena ovih poginskih vektora dovodi do pojmova dve rdiie
krivine: normalne krivine i tangentne krivine (geodezgdkivine). Predmet difer-
encijalne geometrije su relacije koje povezuju ove kriga¢éenzorom krivine, Riman-
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Kristofelovim tenzorom, kao i druge zanimljive relacijeriedu razltitih povisinskih
vektora i krivina.

U ovom poglavlju dat je kratak uvod u teoriju relativhostiegse opet pojavljuje
Riman-Kristofelov tenzor. Svojstva ovogimog tenzora razmatraju se zadacima na
kraju poglavlja.

5.1 PROSTORNE KRIVE | KRIVINA

Za trodimenzijsku prostornu krivef = 2*(s),7 = 1,2, 3, u Rimanovom prostoru;,
sa metrekim tenzorony; ;, i parametrom dzine lukas, vektorZ® = % je tangentni
vektor na tu krivu u téki P na krivoj. VektorT” je jedinicni jer je

_ g, datde
= 9i ds ds
Apsolutnim diferenciranjem relacije (5.1) podai dobija se

9i; T'T7 =1. (5.1)

0TI Y
gijTZE + gij KTJ =0, (5.2)

Sto implicira da je

8T
g”TJ(S =0. (5.3)
0s

Otudje vektor‘% upravan natangentni vekt®t. Ako se definge jedinEni normalni
vektor N* na prostornu krivu u istom pravcu kao i vekt%?si i napise

. 10T
N'=— (5.4)
K s
gdex ima ulogu faktora razmere i naziva se krivina, te izabere tikje
_ S 8T 5T
gijN"N7 =1 3to implicira i 5 = K2 (5.5)

Recipr@na vrednost krivine naziva se radijus krivine. Krivina n@zinu promene
tangentnog vektora na krivu sa promenonzide luka. Apsolutnim diferenciranjem
relacijeg;; 7°N7 = 0 po duzini luka s, nalazi se

NI 6T

Posledtno, krivina se mpe odrediti iz relacije

ONI 0Tt . —
9T 5 = =915 N = —gisN'N? = — (5.7)
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koja definse znak krivine. Siino, apsolutnim diferenciranjem relacije (5.5) nalazi
se daje

SN
.. v — . .
gi; N 35 0 (5.8)

Ova jedné&ina pokazuje daje vektég\’% upravan na jediiini normaluN?. Jednéina
(5.3) pokazuje da j&* takade upravan n&V' i zatoce i svaka linearna kombinacija
ovih vektora biti upravna na&‘. Jedintni vektor binormale defiSe se izborom
linearne kombinacije

+ KTY (5.9)
ds
te zatim razmerava na jed@mi vektor definisanjem
, J ,
B = 1 <5N + mTJ) (5.10)
T\ ds

gde se skalar naziva torzija. Znak od bira se tako da vektofl”?, N* i B ¢ine
desni sistem sa;;, 7" N7 B¥ = 1, a magnituda od se bira tako da j&* jedinicni
vektor koji zadovoljava

gi;B'B? = 1. (5.11)
Trijada vektord™, N*?, B* u tatki na krivoj formiratriravni. Ravan koja sadT™ i B
naziva seektifikaciona ravan Ravan koja sadi N i B’ naziva senormalna ravan
Ravan koja sadi T% i N* naziva seoskulatorna ravanRecipr@&na vrednost torzije
naziva se radijus torzije. Torzija meri brzinu promene datarne ravni. Vektoril™,

N'i B formiraju desni ortogonalni sistem ki na prostornoj krivoj i zadovoljavaju
relaciju

B = c9F TNy (5.12)
Pomdau jedn&ine (5.10) mde se pokazati da jB° upravno i na vektof™ i na vektor
Nijerje

Ostavlja setitaocu za vigbu da pokae da vektor binormal&? zadovoljava relaciju

55 = —7 N, Trirelacije
6;: = kN?
5;\:‘ B (5.13)
5($B;i — NI

su poznate Frenet-Serret-ove formule u diferencijalnojgtriji.
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5.2 POVRSI | KRIVINA

Ovde e se proditi povrsi u Dekartovom koordinatnom sistemu, a nakon téga
se rezultati uogtiti na druge koordinatne sisteme. P&wr trodimenzijskom euk-
lidskom prostoru mogu se definisati na nekoliko r@gh naCina: eksplicitno kao
z = f(x,y), implicitno kao F'(z,y, z) = 0 ili parametarski skupom parametarskih
jedn&ina oblika

x:x(u,v), y:y(uvv)7 Z:Z(uvv)a

koji sadzi dva nezavisna parametrav koji se nazivajypovisinske koordinateNa
primer, jednéine

r=asinfcos¢p, y=asinfsing, z=acosb

su parametarske jedtiae koje definsu sfernu po& polupré&nikaa sa parametrima
u=0iv= ¢ (videtisliku 3.33. u tréem poglavlju). Eliminisanjem parametarav
moze se izvesti implicitni oblik zapisa pdsir a résavanjem pa dobija se eksplicitni
oblik zapisa powsi. Pom@u parametarskog zapisa asose definisati vektor pataja
tatke na povsi. Vektor pol@aja se tada zapisuje preko parametgrakao

7= F(U7 'U) = JI(U, U)él + y(u7 ’U)ég + Z(ua U)ég. (514)

Koordinate(u, v) se nazivaju krivolinijske koordinatedge na povsi. Smatra se da
su funkcijez (u, v), y(u, v), z(u, v) realne i diferencijabilne tako da & x 9= 3£ 0.
Krive

lu,c2) 1 7(e1,v) (5.15)

sa konstanamey i ¢, definsu dve povsinske krive tzv. koordinatne krive, koje se
seku na powsinski koordinatamdc;, c2). Familija krivih definisanih jednéinama
(5.15) sa ekvidistantnim vrednostima konstamntic; + Ac;, ¢; + 2Ac¢;, ... definse
poviSinsku koordinatnu mii. Vektori 4= i 2T na povsi uzeti na povsinskim
koordinatamdcy, c2) su tangentni vektori na koordinatne krive u tajkai vektori su
prirodne baze za svaki vektor kojidiena povsi. Stavljanjem(z,y, z) = (y*, y2,4°)

i (u,v) = (u',u?) vektor polaja se moe zapisati preko konvencije o sabiranju u
obliku

7= (ul,u?) =y (ut, u?)é;. (5.16)
Tangentni vektori na koordinatne krive W&k P mogu se tada prikazati kao vektori
baze

7 or 0y’

a = Juc = %ei, o = ].,2 (517)
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gde su parcijalni izvodi uzeti u tki P gde se na posr seku koordinatne krive.
Pomdau ovih vektora baze nie se konstruisati jediéini vektor normale na posru
taCki P putem izraunavanjem vektorskog proizvoda tangentnih vekigra= % i

= or

7, = 2. Jedintna normala je tada
ov

E1><E2 ’FUXFU

= (5.18)
E1 X EQ‘ |T" X TU|

n = n(u,v) =

i takva je da vektoriE;, E» i 7 tine desni koordinatni sistem.
Ako se izvii transformacija iz jednog skupa krivolinijskih koordtagw, v) u
drugi skup(a, v), preko transformacionih zakona

jedn&ina povei postaje
7= T(ﬂa T}) = {E(U(ﬂ7 17)7 ’U(ﬂ> ’D))él +y(u(ﬂa 17)7 ’U(ﬂ, ’D))éQ —i—Z(’U/(’[L, ’D)? U(ﬂﬁ T)))é3
a tangentni vektori na nove koordinatne krive su

or _ 0w Ordv | OF _ 9rou 07 dv
ou  Oudu Ovou ov  OJudv  Ovdv’
U indeksnoj notaciji ovaj rezultat se rb@ zapisati kao

oyt oy ouP

ou> ~ OuP ou”
5to je zakon transformacije dvaju sistema baznih vektorgonesi.

Kriva na povBi se defirse relacijomf(u,v) = 0 medu krivolinijskim koor-
dinatama. Alternativni n@n zapisa krive na posi je zadavanjem parametarskih
relacijau = u(t) i v = v(t) u kojima jet parametar. Vektor

dr _ OFdu  OFdv

dt  Oudt Ovdt
je tangentan na krivu na pasir

Element kvadrata diine luka u povsinskim koordinatama je
or  or

ds? = d - dF = # : a—urﬁdu"duﬁ = aogdu®du’ (5.19)
gdeans = £ - 25, «, 3 = 1,2 definBe povbinsku metriku. Ovaj element dine
luka na povsi pise secesto kao kvadratna forma

EG-F

2
A = ds* = E(du)*+2Fdudv+G(dv)? = %(Edu—&—de)Q—&— dv? (5.20)
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i naziva seprva osnovna formgovrSi. Zapaziti da je potrebno da véime E i
EG — F? moraju biti pozitivni da bils? bilo pozitivno definitno.
Povisinska metrika dvodimenzijske p&idefinisana je sa
- o OF  OF oy Oyi
aQﬁ:E.E:@W.W:wW’ oa,f=1,2 (5.21)
sa konjugovanim metikim tenzoroma®® definisanim tako da jeﬂﬁaﬁ7 = 05.
Povis je u trodimenzijskom prostoru sa metrikagy, a aqs je dvodimenzijska
povisinska metrika. Veliine E, F, G u jedn&ini (5.20) su funkcije powinskih
koordinatau, v i odredene su relacijama
B OF 07 _ Oy oy
00 Ou T oul oul
or oF oy 9y*
F=an= ou v Jul Ou? (5.22)
G _or or oy® Oy;
T2 5, Gv . ou? ou?
Ovde je i na dalje usvojeno da su indeksi pisagkgn slovima primaju vrednosti 1
i 2, aindeksi pisani slovima latinice vrednosti 1,2,3.

Neka se u nekoj ki P na povsi konstruse jedinéni normalni vektor: i ravan koja
sadi taj vektor. Zapaziti da postoji beskrajan broj ravni kegae takvu jedininu
povrsinsku normalu. Za gietak bira se samo jedna od takvih ravni, a kastgjse
razmotriti skup takvih ravni. Neka = 7(s) ozn&ava vektor poldaja koji definge
krivu C dobijenu presekom izabrane ravni i peiyigde jes duzina luka merena du
krive od neke fiksne tke na krivoj. Treba i krivinu takve preséne krive. Vektor
T = ﬂ uzet u t&ki P, je jedinEni tangentni vektor na krivu C i B u tangentnoj
ravni na povs u ta&ki P. Ovde je upotrebljeno otmo diferenciranje umesto apsolutnog
diferenciranja jer se posmatra Dekartov koordinatni gsistBiferenciranjem relacije

T -T =1, po dwini luka s nalazi sel” - Z—f — 0 8to implicira vektor< upravan na
tangentni vektof’. Kako je koordinatni sistem Dekartov, présa kriva C se mee

Smatrati prostornom krivom, pa se vekfor= ‘fi—f, uzet u t&ki P, definge kao vektor

krivine sa krivinom‘l?‘ = ki radijusom krivineR = 1/x. Jedinéna normalaV na

prostornu krivu uzeta je u istom pravcu ka%{i tako da je krivina uvek pozitivna.
Tada se mie pisatik = xN = 9L, U skladu sa slikom 5.1. deff@ se na pot
jedini¢ni vektor surfacel = 7 x 7' upravan i na pO\Zrinski tangentni vektof’ i na
povisinski normalni vektor, tako da vektoril™, u® i n* formiraju desni sistem.
Pravac odi u odnosu nd’ je u istom smislu kao i posinske tangentE1 i Es.
Zapaziti da je vektor% upravan na tangentni vektar i leZi u ravni koja sadii

vektoren i . Zato se vekor krivings moze zapisati u komponentnoj formi

L dT . .
E = = = k)i + g = Ky + K, (5.23)
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Presecna kriva
ravni 1 povrsi

ul = const.

Figure 5.1. PovsSinska kriva sa tangentnom ravni i normalnom ravni.

gde sex(,,) nazivanormalna krivina a4 se nazivageodezijska krivinaa indekse
ovde treba posmatati samo kao oznake. Ove krivine se mogtuizati na slede
n&tin. Iz uslova ortogonalnosti - 7' = 0 dobija se diferenciranjem po dini luka s
rezultatrn - % + T% = 0, te je posledino, normalna krivina oddena skalarnim
proizvodom
S . dn dr dn

A = - 5.24

" fi(n) ds ds ds (5.24)
Skalarnim proizvodoni i jedn&ine (5.23) nalazi se geodezijska krivina kao trostruki
skalarni proizvod:

4T . .. dT
figg) = o= (A xT)- - (5.25)
5.3 NORMALNA KRIVINA
Jednaina (5.24) se me izraziti kao kvadratna forma%ii
K(nyds® = —di - di. (5.26)

Jedintna normala na po8m i vektor pol@zajar su funkcije povsinskih koordinata
u, v, te su im diferencijali

df = —du+ —dv | din=—du+ —dv. (5.27)
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Neka se defirfie kvadratna forma

oo or or on on
B=—dr.-dn=— (3udu + 8vdv) . (audu + &)du)

B = e(du)* + 2fdudv 4 g(dv)? = b sdu®du® (5.28)

gde su

e =

ar on ar on  oOn Or or on
) 2f:_ y 9= —47—

“9u oa 30 90 " 9u o0 90 90 229

abag, o, B = 1,2 se nazivaenzor krivinedok je a*7b,g = bg pridruzeni tenzor
krivine. Kvadaratna forma iz jeddme (5.28) naziva sdruga osnovna kvadratna
forma povsi. Koeficijenti ove kvadratne forme mogu se izuaati na nekoliko al-
ternativnih ng@ina. Jedinina povéinska normala je upravna na tangentne vektore
koordinatnih krivih u téki P te vae relacije ortogonalnosti

or . . or
Diferenciranjem ovih jedrana pou i v, nalazi se
_ o L _oF on_,
T2 "T Tou Bu M
0?7 or on on  or
1= a0 ™" Tau B ou g T e (5:31)
07 or on

I= 502 "= "oy gy 2
te se posledino tenzor krivine mge izraziti kao
or on
b= e 532
Kvadratne forme iz jedr@na (5.20) i (5.28) omodiuju da se normalna krivina
izrazi kao odnos kvadratnih formi. Normalna krivina u pm»%je, iz jedn&ine
(5.26),

B e(du)? + 2 fdudv + g(dv)?

= _ = . 5.33
") T AT B(du)? + 2Fdudv + G(dv)? (5-33)
Ako se jedinEni tangentni vektor na krivu nage u obliku?’ = 4 = 97 du® ‘g

. . . .. .. . . PN PN B
izvod jedinEne povéinske normale po dini luka izrazi kaod? = 2% 4 tada se

normalna krivina mie izraziti u obliku
. dn or  on \ du® duP
/{(n):—T.i—_ - )
oux ouP ) ds ds

ds
bagduo‘duﬁ bagduo‘duﬁ

= = . . 4
ds? aqpdudus (5-34)
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Zapaziti da je tenzor krivine simetni tenzor drugog reda.

U prethodnom razmatranju uzeta je proizvoljna ravan kogazsgedinicni nor-
malni vektor. Sadd&e se razmotriti sve takve ravni koje prolaze kroz jethini
povrsinsku normalu. Variranjem ravni koja satjedinicnu poviinsku normalu u
tacki P dobijaju se razdiite preséne krive sa poi. Svaka od tih krivih ima svoju
krivinu. Ispitivanjem svih takvih ravni mogu se tianajveta i najmanja normalna
krivina provisi. Jednéina (5.33) se mee napisati u obliku

e+ 2fA 4 gA\?
" T B 2FA+ GA2 (5-35)
gdeje) = %. Ova jednéina se na osnovu teorije proporcija bemapisati i u obliku
e+ fA)+Af+gN)  fH+gh e+ fA (5.36)

" T ELFNTAMF+GN)  F+GN E+F\
Posledtno, krivina zadovoljava diferencijalne jediiae
(e —kE)du+ (f —kF)dv=0 i (f—&F)du+ (9 —rxG)dv=0. (5.37)

Najveta i najmanja krivina javljaju se u pravcima gde‘f%ﬂ = 0. lzraCunavanjem
izvodar,) po A i izjednaavanjem izvoda sa nulom dobija se kvadratna jéohea
poA

(Fg—Gf)N? + (Eg— Ge)+ (Ef — Fe) =0, (Fg—Gf)#0.
Dva korena\; i A\, ove jedndine zadovoljavaju

_Eg—-Ge . IV _Ef-—Fe
Fg—Gf S e

gdeFg — Gf # 0. Krivine k1), k(2) koje odgovaraju korenima, i A\» nazivaju se
glavne krivineu tacki P. Preko glavnih Kkrivinas qy i (o izrazavaju se: (1) glavni
radijusi krivine R; = 1/k;, i = 1,2, i (2) srednja krivinaH = %(/s(l) + K(g)) I
totalna ili Gausova krivindS’ = r 1)k 2y POVISi. Zapaziti da korenk; i A, odreduju
na povsi dva pravca

dry o Or o odiy or OF

dw " ou o™ dw T ou T a0
AKko su ovi pravci ortogonalni lbie

dry,  diy or  or or or. .

Ovo zahteva da je

M+ Ao = (5.38)

GMAs+ F(A1 + )\2) + E=0. (5.39)
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Ostavlja s&itaocu za vigbu da pokae da pravci odmdeni glavnim krivinama moraju
biti ortogonalni. U sléaju kada jeF'g — Gf = OmorabitiF = 0i f = 0 jersu
koordinatne krive ortogonalned mora biti pozitivno. U ovom specijalnom saju
joS ostaju dva pravca odtena diferencijalnim jedriinama (5.37) zav = 0 i du
proizvoljno, kao i zadu = 0 i proizvoljno dv. 1z diferencijalnih jednéina (5.37)
nalazi se da ovi pravci odgovaraju glavnim krivinama

__ € . g
ry=g ' R = o

Neka)\® = % ozna&ava jedinéni vektor na po\si koji zadovoljavaa,sA\“\?
= 1. Tada se jedri@na (5.34) mae napisati u obliku(,,) = bap A\ ili se maze
pisati (bas — K(n)aas)A\*A? = 0. Najveta ili najmanja normalna krivina & u
pravcima\® gde je

(baﬁ - H(n)aaﬂ)Aa =0,

te r(,,) mora biti koren jedn@ine|bas — K (n)aas| = 0 ili

b% — K)(n) b%

b
= K2 . —baza™® - =0.
B By |0 et e Ty

0 Tbap = K 3| = ‘
(5.40)

Ovo je kvadratna jedri@na por ., oblikan%n) — (k) + K@))Em) + Kayke) = 0.
Drugim reCimaglavne krivine: ;) i x(2) Susopstvene vrednosti matrice saelementima
bg = a*"bp. Zapaziti da se iz determinantne jedime por,) moze direktno
neci totalna krivina ili Gausova krivina koja je invarijantai sak = r()k(2) =

b5
H = %(K/(l) + H(g)) = %aaﬂbag, gde S = aq1a922 — a12G21 ib= b11b22 — blgbzl

determinante formirane od p&imnskog metGkog tenzora i komponenata tenzora
krivine.

= |a*b,g| = b/a. Srednja krivina je takde invarijanta koja se dobija iz

5.4 JEDNACINE GAUSS-A, WEINGARTEN-A
| CODAZZI-A

U svakoj t&ki prostorne krive mogu se konstruisati jedina tangentd”, jedini¢na
normalaN i jedini¢na binormalaB. Izvodi ovih vektora po dini luka mogu se
takode prikazati kao linearne kombinacije baznih vektdraN, B [vidi na primer,
Frenet-Serret-ove formule u (5.13)]. Nacslh n&in poviSinski vektori7,, 7,, 7

formiraju bazu, aizvodi ovih baznih vektora po pswiskim koordinatama, v mogu
se takde izraziti kao linearne kombinacije baznih vektsgar,, 7. Na primer, izvodi
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Tuus Tuvs Tow MOGU Se izraziti kao linearne kombinacije @d 7, 1o
Tuw = C1Ty + CoTy + C3M
Typ = CaTy + C5Ty + ceht (5.41)
T_‘;m = 077_"” —+ CSFU —+ Cg’fl

gde konstantey, ..., cg treba odrediti. Lako je pokazati (vidi zadatak 8 na krajugvo
poglavlja) da se ove jedime mogu napisati u indeksnoj notaciji kao

0?7 or
ueouP {Oz ﬁ}@u’Y  Daph. (5-42)

Ove jedné&ine su poznate pod nazivom Gauove jdiine.
Na sli€an n&in se izvodi vektora normale mogu prikazati kao linearnakinacije
povrsinskih baznih vektora:

on SRR or on .
— =T CoT N ——cl— 62
o 3% S’n 543
R r + >
o BT =i, +ig,
gde sucy, ..., ¢s 1 ¢}, ..., ¢; konstante. Ove jed@me se nazivaju Weingarten-

ove jednd&ine. Lako se pokazuje (vidi zadatak 9 na kraju ovog pogiauia se
Weingarten-ove jedriiine mogu zapisati u sledem indeksnom obliku

87& _ _bﬁﬁ

ou® < Oub
gde jeb? = a*7b,,, meSoviti oblik tenzora krivine drugog reda.

Gausove jedriEdne daju sistem parcijanih diferencijalnih jeditza koje defiinsu
povisinske koordinate® kao funkcije krivolinijskih koordinata: i v. Jednéine nisu
nezavisne jer moraju biti zadovoljene neki uslovi komphtisti. Naime, zahteva se
da méoviti parcijalni izvodi moraju zadovoljiti
037 B 37

OuOuPou’  OuOusoul’

Kada se izrauna

37 v 0% 95 oF Oh  Obag .
—— = T A bagrs + Py
OuOuP ous a 3] ouroud oud  ouv oud  oul

i upotrebe jedné&ne Gauss-a i Weingarten-a dobija se
*r  [o{. ) e W\ e 07
ou*ouPous | oud afflyd B0 Py

Y 31)&[3 R
+ {{a 5}()75 + Dud ] n.

(5.44)
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Formiranjem razlike

o7 97

uCOuBI®  duCduS U’ 0

nalazi se dakoeficijentiuz nezavisne vektﬁfr% moraju biti nule. I1zjednéavanjem
koeficijenta uzn sa nulom dobijaju se Codazzi-eve jedime

v I Obap  Obas
{1 2Lyt s

Ove jedn@ine se sreui podimenom Mainardi-Codazzi-eve jedize. |zjedn&avanjem
koeficijenta uz o sa_r_lulom nalazi se da]é‘fwﬁ = bagb?, — beg ili nakon zamene
indeksa dobija kovarijantna forma

4

aw(;Rag,y = Rwaﬁ—y = bwﬂb(yy - bw—ybag, (546)

gde je

LR P B v P A PP DS o P A

meSoviti Riemann-ov tenzor krivine.

PRIMER 54 Pokazati da Gausova ili totalna krivirf& = r )k 2) zavisi samo od
metrikea,g i iznosi K = Ri212/a gde jea = det[aqg].

ReSenje. Pomdau dvodimenzijskog alternirapeg tenzora®” i svojstva determinanti
moze se pisate™ K = e* b7 b gde jeK = |b}| = |a*7baps|. Ako se to pomnbi
sae.,¢ i izvrSi kontrakcija dobija se

ew;e""SK = evgeaﬁblbg =2K
2K = e,5¢™P (a"by,,) (0’ bs,)

Medjutim, kakojeew;awa‘;” = get? bice2K = eaﬁaeﬂ”bwbgy. Poma&u./ae*” =
e dobija s&2K = 5"”€aﬁbaubw, a zamenom indeksa

2K = % 5boy 1 2K = 7P, bap.

Sabiranjem poslednja dva rezultata nalazitse = ¢#7e“7 (b, 5bay — burybas) =
eﬁVeW’Yme. Kada se obe strane pomi® sac,, <), dobija se4Ke,,c), =
627599 R,,05-- Na osnovu zadataka 16 na kraju ovog poglavlja, Riemannsmote
krivine R, ;1 je koso-simetGan po(i, j), (k,1) i simetrican je po parovima indeksa
(i7), (kl). Posledtno, 65764 Ryapy = 4Rxvor i O Ryypr = Kegren, t€ j€

specijalni sléaj K v/aei12v/ae12 = Ria12 ili K = Rj212/a. Mnogo jednostavniji
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n&tin da se dobije ovaj rezultat je da se posméira: b/a i zapaziiz jednéine (5.46)
dajeRi212 = bi1baz — biaba1 = b.

Zapaziti da je na po%i ds? = a,sdu®du” gde sua,s povisinske metrike. Kako

. . . o @ B . . .
je aqgtenzor i zadovoljava, s = aag g% g%, deteminanta ovog izraza daje

ou’
ou’d

ou
ou”

:|EL75| = aJ?

gde jeJ jakobijan transformacije posinskih koordinata. Ovde tenzor krivine za
poviSinu R, 35 ima samo jednu nezavisnu komponentu jeRigi2 = Roio1 =
—R1201 = —Ra112 (vidi zadatke 20 i 21). 1z transformacionog zakona

_ Au® OuP du du’
Ren/\p, =R

P10 dae dun ou> our
sabiranjem po ponovljenimindeksima pokazuje se ®jg; = R1212.J2 i posledEno

R1212 R1212
_— = — = K
a a

Sto pokazuje da je Gausova krivina skalarna invarijarita.u

5.5 GEODEZIJSKA KRIVINA

Vektor krivine K neke krive C na poi je vektorski zbir normalne kriving ,,)n

i geodezijske krivines 4 i leZi u ravni koja je upravna na tangentni vektor na
povisinsku krivu. Geodezijska krivina ;) se nalazi iz jedn&ne (5.25) i mde se
zapisati kao
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gde je’ = %, i iskoriste rezultati iz zadatka 10 na kraju ovog poglavijalazi se
geodezijska krivina u obliku

o= [0 (i) o
(a2

b+ e | vEGTR (5.48)

22

Ova jedné&ina pokazuje da je geodezijska krivina funkcija samo odrfioskih
metrikaE, F, G iizvodau/, v/, v, v”. Kriva za koju je geodezijska krivina nula
naziva segeodezijska krivaTakve krive sutesto, ali ne uvek, linije najkteg ras-
tojanja izmelu dve t&ke na povi. Na primer, veliki krug na sferi koji prolazi kroz
dve zadate ke na sferi je geodezijska kriva. Ako se diarionaj deo kruga koji
predstavlja najkree rastojanje izmdu dve t&ke na krugu ostaje geodezijska kriva
koja spaja dve ke, ali ona tada nije najkta dwzine izmetu tih dvaju t&aka.

Za ravanske krive sa = x i v = y geodezijska krivina se svodi na

¢
ds

S A
k:(g)fuv w'v =

gde je¢ ugao izmeu tangent@ na krivu i jedinnog vektorag; .

Geodezijske krive na posrgeodezijsku krivinu jednaku nuli. Kako jg,) = 0
duz geodezijske krive, to zitaje normalaN na poviinsku krivu u bilo kojoj téki u
istom pravcu kao i normala na povs. U tom sléaju jer, -7 =0i7, -n = 05to
se svodi na

ar . dT

E Ty = 0 | % Ty = 0_ (5.49)

jer vektoris i fli—f imaju isti pravac. Kako se nie pisati

di  OFdu | OF dv

f:—_f e = -

ds Ouds Ovds Tutt + 1oV
dT_—' N2 — I — N2 — 1 — 1
E—Tuu(u) + 27 'V 4 Ty (V)7 4 Py’ + Ty

jedn&ine (5.49) postaju
df = g g N2 o = 1.,/ - - "\2 " "
I T = (P T ) (W) 4 2(Fup + T )WV 4 (Fyy - 7)) (V)% + B + Fv” =0
s,

dT
T = (P (W) 4 2 - F UV + (P - 7o) (V)% + Fu” + Go” = 0.
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(5.50)

Pomdu rezultata iz zadataka 4, 5 i 6 sa kraja ovog poglavljaerse eliminisati”
i jednaina (5.50) i dobiti

du [ (du\T 1 Ydudy [ 1Y (dv)T_
ds? 11 \ds 12f dsds 22 \ds) 7

a eliminisanjem.” iz jedn&ina (5.50) dobija se jeddma

Ao f2) (du)® 2 \dudv 2] (dv\*_

ds? 11 \ds 12fdsds |22 \ds)
U tenzorskom obliku, poslednje dve jedivae mogu se zapisati kao
Put o) du dwt
ds? By}, ds ds
gde suu = u! i v = 2. Jedndine (5.51) su diferencijalne jedéiae koje defiru
geodezijsku krivu na pogi. Videte se da se isti tip jeddaa javlja u razmatranju na-

jkrateg rastojanja iz dve t&ke u generalisanom koordinatnom sistemu. Videti,
na primer, zadatak 18 u drugom poglavlju drugog dela.

=0, O[7ﬁ,’}/: 1,2 (551)

5.6 TENZORSKI I1ZVODI

Nekau® = u®(t) ozn&ava parametarske jedtiae krive na povsi definisanoj para-
metarskim jedn@namax’ = z*(u!, u?). PoviSinska kriva se mize prikazati u pros-
tornim koordinatama sa’ = z¢(u!(t),u?(t)) = z*(t). Potrebno je podsetiti se da je
za datu krivu C zadatu sé = (), apsolutni izvod vektorskog poljd’ duz C de-
fonisan kao unutf@nji proizvod kovarijantnog izvoda vektorskog polja seg@mtnim
vektorom na krivu. Apsolutni izvod je

OA! i dx?
el Ak 2
ox7 + {j k’}g ] dt

oAl _ dA’ i gede’
ot dt " \Gkf,” dt

SA? dxd

T —

ot dat

gde indeksy ozn&ava da je Kristofelov simbol formiran od prostorne metrike
Ako je A* poviSinski vektor definisan dukrive C, apsolutni izvod je

oA _ A“ﬁ@ _|94® Xl gy du”
ot Podt ouP Bv). dt
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ili

ot T a T\t @

gde indeks: ozna&ava da je Kristofelov simbol formiran od p&imske metrikeu,s.
Slicno su formule za apsolutni izvod kovarijantnog prostormelgoraA; i kovar-
ijantnog poveinskog vektoral,, date sa

SAY  dA” { o } Avduﬁ

- i) Rar

= _ A
ot dt 9

5A(X_dAO(_ ¥ A%
aB), M dt

St dt

Neka se posmatra rieviti tenzorT’: koji je kontravarijantan u odnosu na transfor-
maciju prostornih koordinatef i kovarijantan u odnosu na transformaciju p&inskih
koordinatau®. TenzorT! je definisan nad posimskom krivom C koja se nie
posmatarati i kao prostorna kriva. Neka je dalje definisdmasna invarijanta
U = U(t) = T A; B~ gde je A; paralelno vektorsko polje dukrive C kada se
ona posmatra kao prostorna kriva,3& je paralelno vektorsko polje duwkrive C
kada se ona posmatra kao p&mska kriva. Podsetiti se da paralelna vektorska polja
moraju zadovoljavati diferencijalne jedtine

5Ai_dAi{k} da’ . 6B*  dB° {a}Bvduﬁ_O.
g a

ot at il a0 e T N e P
(5.52)

Skalarna invarijant@ je funkcija parametraprostorne krive jer su i tenzorsko polje i
paralelno vektorsko polje uzeti dlrive C. Diferenciranjem funkcij@ po parametru
t dobija se
dv  dT! o JdA; , , dB®
P A;B*+ T 7 B* + TO‘A’Tt .
Medutim vektoriA; i B su paralelna vektorska polja i moraju zadovoljavati rgéaci
date jednéinama (5.52). To implicira da se jediiaa (5.53) mae napisati u obliku

[0 e [ i
dt ki), dt Baf, 7 dt

VeliCina u uglastim zagradama jedhirze (5.54) defirie se kao apsolutni tenzorski
izvod po parametraduz krive C. Ovaj pavi tenzorski izvod mie se pisati u obliku

(5.53)

av _
dt

A;B”. (5.54)
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ort  dT: i dx’ ¥ duP
o « Tk haad i .
dt dt +{kj}g ¢ dt {ﬁ a}a 7 dt (5-55)
Prostorni zapis krive C povezan je sa pawskim zapisom krive C preko definicionih
jedn&ina, te se zato jedBma (5.55) mae izraziti u obliku

ot i , o’ ¥ i | duP
s {k j}gTaaua B {g a}aTv] o (5-56)

Veli€ina u uglastim zagradama je &wwiti tenzor i definse se kadenzorski izvod
od T po poviinskim koordinatama”. Tenzorski izvod mgovitog tenzord?, po
povrsinskim koordinatama” zapisuje se sa

; oT: i dx? 5 -
T =2 . T,
ah = s T {k j}g “ OuP {ﬂ a}a K

U opStem sl@aju, za dati m&oviti tenzorT‘ I 3 Koji je kontravarijantan po trans-
formacijama prostornih koordinata i kovaruantan po tfammacijama powsinskih
koordinata, miae se definisati skalarno polje dirive C kao

5TL
dt

U(t) =Ty 7 A;...A;B*..B (5.57)

gde sud;, ..., A; i B*, ..., B# paralelna vektorska polja dikrive C. Apsolutni ten-
zorski izvod se tada izvodi diferenciranjem jedime (5.57) po parametnu

Tenzorski izvodi metikih tenzoray; ;, a.s kao i alterniraj@ih tenzorae; i, e i
njihovih pridrizenih tenzora su svi jednaki nuli. Zato se oni mogu smatmtstan-
tama tokom procesa tenzorskog diferenciranja.

5.7 UOPSTENJA

U Rimanovom prostoiV,, sa metrikomyg;; i krivolinijskim koordinatamaz?, i =
1,2, 3, mogu se napisati jeddme povsi u parametarskom obliku’ = 2% (u', u?)
gde suu®, o = 1, 2 krivolinijske koordinate powsi. Kako je

oxt

dz' =
v ou™

du® (5.58)

mala promenalu® na povsi rezultuje promenomdz? u prostornim koordinatama.
Zato se element diine luka na powsi maze izraziti preko krivolinijskih koordinata
povisi. Taj isti element dzine luka mde se izraziti i preko krivolinijskih koordinata
prostora. Dakle, kvadrat elementazthe izr&en preko powsinskih koordinata je

ds? = anpdu®du”® (5.59)
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gde jea,s metrika povgi, a taj isti delt posmatran kao prostorni element je
ds® = g;;da’da’. (5.60)
Izjedn&avanjem jedn@na (5.59) i (5.60) nalazi se

B Ozt Ox7
=950 P
Jedn&ina (5.61) pokazuje da je pdinska metrika u relaciji sa prostornom metrikom
i da se mde izr&unati iza,s = gingx:,gZ;. U slutaju Dekartovih koordinata ova
jedn&ina se svodi na jed@au (5.21). U powinskim koordinatama defibe se
kvadratna formad = a,gdu®du® kaoprva osnovna kvadratna forma pdir Tan-

gentni vektori na koordinatne krive koje deBaipovsi su g;f; i mogu se posmatrati
bilo kao kovarijantni povginski vektori, bilo kao kontravarijantni prostorni vekito

Takav vektor defige se sa
i ozt

[ = aua,7

Svaki vektor koji je linearna kombinacija tangentnih vektma koordinatne krive
naziva se powinski vektor. Powsinski vektorA* moze se posmatrati i kao prostorni
vektor A’. Veza izmeu prostornog zapisa i pasinskog zapisa jel’ = A%x!.
PoviSinski zapis A%, a = 1,2 i prostorni zapisA®, i = 1,2, 3 definiu isti pravac i
magnitudu jer je

Gij daztdax’ du®du® = aagdu“duﬁ. (5.61)

T i=1,2,3 a=12 (5.62)

gij A" AT = gijAo‘ngﬁxé = gijzgxéAaAﬁ = aaﬁAO‘Aﬁ.

Neka se posmatraju dva p&imska vektorad® i B? i njihovi prostorni zapisi4® i
Bigde su

AP = A2l i B'=B°z. (5.63)

Ovi vektori su tangentni na parte se jedirini normalni vektor na pogr maze
definisati vektorskim proizvodom

n;ABsinf = gijkAjBk (5.64)

gde sud, B magnitude odd?, B’ ad je ugao izmeu vektora kada se njihova ish&th
poklapaju. Zamenom jedtina (5.63) u jednzinu (5.64) nalazi se

n;ABsinf = €ijkAax£BﬁxZ. (5.65)

Izrazeno preko powinske metrike jed Bsin = ¢,3A% B?, te se jednéina (5.65)
moze prepisati u obliku

(nicap — aijkxzymg)A“Bﬁ =0 (5.66)
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Sto za proizvoljne powinske vektore implicira

Ni€as = Eijkngg i n;, = isaﬁsiljkxamg. (5.67)

Jedné&ina (5.67) defirBe jedinEni normalni vektor na pogrpreko tangentnih vektora
na koordinatne krive. Ovaj jeditmi normalni vektor je u vezi sa kovarijantnim
izvodom poveinskih tangenat&to ce se sada pokazati. Ké&tenjem rezultata iz
jedn&ine (5.50), tenzorski izvod jedbme (5.59) po powinskim koordinatama,
dovodi do

: 02z’ i o ,
i _ Py i 5.68
z(x,ﬁ OuOul + {p q}qIO/Iﬁ {a ﬁ}aza ( )

gde indeksi na Kristofelovom simbolima oZiavaju metriku iz koje su izgaunati.
Tenzorski izvod jednzine (5.57) daje rezultat

GijTh AT + GijThah | = dapny =0, (5.69)
a ciklicnom promenom indeksa, 3, v u ovoj jedn&ini pokazuje se da je
gijxia_ﬂxff =0. (5.70)

Jedné&ina (5.70) govori da je u protornim koordinatama vekng;ﬁ upravan na
poviSinski tangentni vektowg i zato mora imati isti pravac kao jeditia povéinska
normalan’. Zato mora postojati tenzor drugog refgig takav da je

bagn' = xfxﬁ. (5.71)

Pomau relacijeg;;n'n’ = 1 moze se transformisati jeddma (5.71) u oblik

o 1 o
bas = gijnjx;ﬂ = §€Waaijkxf¥ﬁx%x§. (5.72)

Simetritni tenzor drugog reda, 3 naziva se tenzor krivine, a kvadratna forma
B = bagdu®du® (5.73)

naziva sedruga osnovna kvadratna forma p&iur
Moze se razmotriti i tenzorski izvod po p@mskim koordinatama jediénog
normalnog vektora na pa§r

SNLUND LN Qv (5.74)
' ou® JkJ,

Tenzorskiizvodizrazg;jn‘n’ = 1 po poviinskim koordinatama dovodi do rezultata
gijn'n?, = 0 koji pokazuje da je vektar/,, upravan na’ i mora leZati u tangentnoj
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ravni povii. Zato se on mee izraziti kao linearna kombinacija p&imskih tangentnih
vektoraz?, i zapisati u obliku

nfa = nga:lﬁ (5.75)

gde se koeficijenti)? mogu zapisati preko komponenata panske metrikez,s i
komponenata,s na sledéi natin. JedinEni vektorn® je upravan na po¥i te je

gijni’xzy =0. (5.76)
Tenzorski izvod ove jedriine po povsinskim koordinatama daje
gijnxd, + gin'a?, 5 = 0. (5.77)

Kadase ujedri@nu (5.77) zamene relacije iz jedtiaa (5.57), (5.71) i (5.75) pokazuje
sedaje

bap = —Aayn)- (5.78)
ReSavanjem jedrine (5.78) po koeficijentimag nalazi se

ng = —a""bag, (5.79)
a zamena ovog rezultata u jedmau (5.75) dovodi do Weingarten-ove formule

n7a = —awbmx%. (5.80)
Ova relacija izraava izvod jedinine normale preko posinske metrike, tenzora kriv-
ine i poviSinskih tangenti.

TreCa osnovna kvadratna forma péidefinge se sa

C = copdu®du” (5.81)
gde jec, g definisano kao simetni poviSinski tenzor

Ca = GijNlan’s. (5.82)
Primenom Weingarten-ove formule na jedim (5.81) mae se verifikovati da je

Cap = a"baqbps. (5.83)

5.8 GEODEZIJSKE KOORDINATE

U Dekartovom koordinatnom sistemu mékiitenzorg; ; je konstantan te su pos|édi
no Kristofelovi simboli nula u svim kama prostora. To je, naravno, tako jer se
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Kristofelovi simboli izr&unavaju preko izvoda metkog tenzora koji je konstantan.
Ako prostorVy nije Dekartov, Kristofelovi simboli se ne anuliraju u sviatkama
prostora. Méutim, mog\ze je n&i koordinatni sistem gdee svi Kristofelovi simboli
biti nula u datoj t&ki P prostora. Takve koordinate se nazivaju geodezijskedinate
tacke P.

Neka se posmatra dvodimenzijska fosa povginskim koordinatama® i povrsin-
skom metrikonm,g. Ako se izvii transformacija u neki drugi dvodimenzijski koor-
dinatni sistem, recima® sa metrikont, s, preko transformacionih jedaa oblika

u® =u(at,a?), a=1,2, (5.84)

tada se iz transformacione jedirze (4.7), nakon promene oznaka, Zaamapisati

d | ou” a) oud dus 92
{ﬁ v}aaué a {5 s}aww+wam' (5.85)

Ovo je relacija izmdu Kristofelovih simbola u dva koordinatna sistema. Ako se
{[fv}a anulira u nekoj téki P, tada se u toj istoj &i jednaina (5.85) svodi na

O%u® « oud dus

— == — 5.86
dubou {5 s}a8u5 ouY (5:86)

gde su svtlanovi uzeti u téki P. Obrnuto, ako je jediitna (5.86) zadovoljena udhi
P, tada u toj téki mora Kristofel symbol{ﬁ‘;}a biti jednak nuli.
Neka se dalje posmatra slédespecijalna transformacija koordinata

1
u® = ug +u* — 2{;7} a’ue (5.87)

gde suug poviSinske koordinate &ke P. U novom koordinatnom sistemika P
je zadata sa® = 0. Diferenciranjem relacije (5.87) nie se proveriti da li ona
zadovoljava jednénu (5.86). Izvodi su

ou” 1( « 1( «
T s _ = b — = TAAI 5.88
AR LS T8 R 59
i
0% o
= - 5.89
ouTou’ {T U}a w0 ( )

i uzeti su ua® = 0. ZakljuCuje se izvodi iz jedné@na (5.88) i (5.89) zadovoljavaju
jedn&inu (5.86) lokalno u t&ki P. Zatoce u toj nargitoj tacki Kristofelovi simboli
biti jednaki nuli, te se nove koordinate mogu nazvati gegsiem koordinatama.
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5.9 RIMAN-KRISTOFELOV TENZOR

Riman-Kristofelov tenzor je definisan jediiaom (4.34), a mnoga njegova svojstva
se obrauju u zadacima na kraju ovog poglavlja. Ovde se posebhajp@osvéuje
Riman-Kristofelovm tenzoru u dvodimenzijskom prostoruvsetrikoma,gs i koor-
dinatamau®. Riman-Kristofelov tenzor ima oblik

Rlpgy = 833{0457} N ;fn{aéﬁ} " {077} {;T} - {aTﬂ} {767} (5:90)

gde su Kristofelovi simboli izraunati iz povsinske metrike. Gornji tenzor ima
pridruzeni tenzor

Roapy = g5 R0yp,, (5.91)
koji je koso-simetitan po indeksimac(,c) i (3,7) tako da je
RUO(ﬁ’Y = _Raaﬁ’y [ Raa[)"y - _Rau'yﬁ- (592)
Pomcau dvodimenzijskog alternirapeg tenzora defige se konstanta
1
K= Zeaﬁszaﬁw (5.93)

(vidi primer 54) koja je invarijanta po%i i naziva se Gausova krivina ili totalna
krivina. U zadacima na kraju ovog poglavlja pokazano je dRisean-Kristofelov
tenzor povsine mae izraziti preko totalne krivine i alternirajeg tenzora kao

Ropys = Keapgeys. (5.94)

Da bi se izvela neka svojstva srednje krivifig totalne krivineK, posmatra se drugi
izvod tenzorar),

ox” 0 o
T _ a,f r T n r T
R {m n}g%ﬁ% - {a V}a%ﬁ - {5 V}G%,V (5.95)

koji zadovoljava relaciju

5
Jjg)ﬁ,\/ — 1'2776 = R_aﬁ,yxg. (596)

Pomcu relacije (5.96) mogu se izvesti neke zanimljive veze dmenzorau,,s,
bags casr Rapys, Srednje krivingd i totalne krivine K.
Tenzorski izvod jedn@ne (5.71) mae se napisati u obliku

Tl gy = bapgyn' + bagn’y (5.97)
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gde je

0bag o o
baﬁ;y - aua - {OL ’Y}abgﬂ - {6 Py}abao" (598)

Pomau Weingarten-ove formule, date jedizom (5.80), mae se jednéna (5.97)
izraziti u obliku

mgﬂv = bagn' — basa byt (5.99)
a pomau jedn&ina (5.98) i (5.99) mbe se ustanoviti da ¥a

oy = Toys = (bagy = bam,p)n" = @7 (bagbrsy — banbrp)as.  (5.100)
Izjedn&avanjem rezultata iz jedbima (5.96) i (5.100) dolazi se do relacije

R’y 5,75 = (bagy — bay,s)n" — a7 (bapbry — baybrp)ay. (5.101)

Mnozenjem jednéine (5.101) sa,. i koriscenjem rezultata iz jed@me (5.76) dobija
se Codazzi-eva jeddma

Dagy — bay. = 0. (5.102)

Mnozenjem jednéine (5.101) sg,.,, 21" i pojednostavljenjem mite se izvesti Gausova
jedn&ina povsine

Roopy = barybos — bapbor, (5.103)
a pomau ove jednéin maze se zapisati jedima (5.94) kao
K&UQEBV = bavbgg — ba@bgry. (5.104)

Drug&iji oblik jednecine (5.104) dobija se porga jedn&ine (5.83) i relacijer, g =
—a%Vesaep,. Nekatitalac za vizbu pokae da se tako dolazi do

_Kaaﬁ = Cap — ag’yba'yba[% (5105)
Ako se srednja krivina defige sa

1
H = 54", (5.106)

tada se jedriana (5.105) mae zapisati u obliku
Cap — 2Hba[3 + Kaaﬁ =0. (5.107)
Mnozenjem jednéine (5.107) salu®du” i sabiranjem nalazi se

C-2HB+KA=0 (5.108)
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0 povezuje prvu, drugu i ttel osnovnu kvadratnu formu.

PRIMER 55. U dvodimenzijskom prostoru Riemann-Christoffel-ov tenaoa
samo jednu nezavisnu komponentu réigi od nule: Ris12 (vidi zadatak 21 na
kraju ovog poglavlja). Posletio, jedngina (5.104) se mce napisati u obliku
K.\/aeia\/ae1a = bagby1 — baybyo i resiti po Gausovoj kriviniK'. Tako se nalazi
K bazb11 — bi2bay _ b _ R1212. (5.100)

a11022 — G12021 a a

5.10 KRIVINA POVRSI

Kod povisinske kriveu® = u®(s), a = 1,2 koja l&zi na povsi x! = z¢(u',u?),
i =1, 2,3, reC je o dvodimenzijskom prostoru unutar trodimenzijskogspooa. Tako,

ako jet® = 2 jedinitni tangentni vektor na po¥inskoj krivoj vai a, s 4L~ d;f =

aapt®t? = 1. Ovaj isti vektor mde se prikazati i kao jedidni tangentni vektor
na prostornu krivurt = #(u'(s),u2(s)), . T' = . Dugim refima vaice
gij‘{d—f% = g;; T’ = 1. Povsinski vektort® i prostorni vektorI™ povezani su
relacijom

7

- gja ddis = 2l to, (5.110)
PoviSinski vektort® je jediniéni tako da jea,st*t” = 1. Ako se izvBi pravo
diferenciranje ove jediane po parametry, dobija seaaﬁt"‘%f = 0, Sto pokazu-
je da je povsinski vektor% upravan na powinski vektort®. Nekau® ozn&ava
jedinicni normalni vektor u ravni poi koji je ortogonalan na tangentni vektty.

Pravac vektora® bira se tako da je,st*u” = 1. Zato postoji skalar,) takav da
je

1"
0s
gde se skalak ;) nazivageodezijska krivina kriveNa slican n&in maze se pokazati

da je 2 povrsinski vektor ortogonalan né'. Neka je’“™ = at® gde skalarnu
konstantu treba odrediti. Favim diferenciranjem relacije,st“u® = 0 i pojed-
nostavljenjem nalazi se daje= —xy) i zato

= H(g)ua, (5.111)

bu®

ds
Jedndine (5.111) i (5.112) se nazivaju Frene-Seret-ove formalerivu u odnosu na
povIs.

= —ﬂ(g)ta. (5112)
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Apsolutni izvod jednéine (5.110) po parametrudovodi do

5T? Ot - duf

=x' — +a s—t*. A1
5s  ToTss tTas ds (5.113)
Kada se kriva posmatra kao prostorna kriva koriste se Freneomule (5.13), kada
se posmatra kao pasinska kriva koriste se Freneove formule (5.111) i (5.1M3.
taj n&in se jednaina (5.113) mae zapisati u obliku

EN' =zl kgu® + ol 47t (5.114)
Pomau rezultata iz jedr@ne (5.71) i jednéine (5.114) dobija se
KN' = k(gu’ + bagn'tt’ (5.115)

gde jeu’ prostorni vektor ekvivalentan padsinskom vektoruu®. Ako je § ugao
izmedu poviinske normale:’ i glavne normaleN?, tada jecos = n;N?, te se
mnazenjem jednéine (5.115) sa; dobija

K cos 0 = boattP. (5.116)

PosledEno, veltina x cos # ostaje konstantna za sve krive na pgowa istim tan-
gentnim vektorom®. Ovaj rezltat je poznat pod nazivom Meusnier-ova teorema.
Zapaziti da jex cos ! = K,y normalna komponente krivine, a dajgin 6 = k)
geodezijska komponenta krivine. Zato se jetina (5.116) zapisuje kao

K(n) = bagt™t’ (5.117)

Sto predstavlja normalnu krivinu pairu pravcut®. Jednaina (5.117) mae se
napisati i u obliku

du® du® B

to je odnos kvadratnih formi.
Pravci na posi za kojex,,) ima maksimalnu ili minimalnu vrednost odteju se
iz jedn&ine (5.118) koja se ni® prepisati kao

(bap — K(n)@as)A* N = 0. (5.119)
Pravac koji daje maksimum ili minimum vrednosti,) mora tada zadovoljavati

(bag — K(nyaas) N’ =0 (5.120)
tako dar(,,y mora biti koren jednéne

det(bag — Ii(n)aag) =0. (5.121)
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Razvijeni oblik jednaine (5.121) je
2 B b 5.122
Kn) — @ baghin) + = (5.122)

gde s = ajiags —ajsasy i b = bi1bag —bioby;. Pomau definicije date u jedr@ani
(5.106) i rezultata datog jedéimom (5.109), mae se jednéina (5.122) zapisati u
obliku

Ky — 2HK(ny + K = 0. (5.123)

Korenirk ) i k() jednd&ine (5.123) tada zadovoljavaju relacije

1
H=

5(/4:(1) + li(g)) (5.124)

K= R)k2)- (5125)

Ovde je H srednja vrednost glavnih krivina,/d je Gausova ili totalna krivina koja
proizvod glavnih krivina. Lako je proveriti da su

_ _f2
- Eg—2fF +eG S f
2(EG — F?) EG — F?

invarijante dobijene iz poginske metrike i tenzora krivine.

5.11 TEORIJA RELATIVNOSTI

Isaac Newton i Albert Einstein imali su raii pogled na sve$to se fte opisa grav-
itacije i kretanja planeta. Ovde se u kratkom uvodu u teasjativhosti uporduju
njutnovske jednéine sa relativistikim jedn&inama za opis planetarnog kretanja.
Prvo se rezimiraju njutnovski sistemi.

Njutn je posmatrao planetarno kretanje kao problese ¥ela, no u cilju jednos-
tavnosti ovde se posmatra problem samo dva tela, recimaaSurmeke planete pod
pretpostavkom da se kretanje odvija u ravni. Njutnov zak@vitpcije tvrdi da se
dve masen i M privlate jedna ka drugoj silom intenzite®% | gde jeG konstanta,

p rastojanje izmdu masayn je masa planete &/ masa Sunca. Ako se konstai

x, y ravan u kojoj l&e obe mase tako da je u ishéiilociran centar mase Sunca, tada
jedinicni vektoré, = cos ¢&; + sin ¢&, u ishodstu koordinatnog sistema pokazuje
u pravcu masen. Vektor sile kojom masa/ priviati masum dat je relacijom

—GmM
Tep.

F= (5.126)
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p N D !
p
P\, {4
% F X
F X
ea
/ q q q q
a a

Figure 5.2. Paraboleni i elipticni konusni preseci.

Jedndina kretanja mase: u odnosu na masi/ dobija se iz drugog Njutnovog
zakona. Neka@ = pé, ozna&ava vektor poldaja masen u odnosu na ishogte, pa
se Njutnov drugi zakon nie zapisati u jednom od sletlb oblika

L —GmM . 2y AV —GmM
Na osnovu ovih jedridna mae se pokazati da je kretanje mas®@pisano konusnim
presekom.

Treba se podsetiti da je konusni presek definisan kao geijshetmesto téaka
P(x,y) takvo da mu je rastojanje od fiksne&ke (ili taCaka), zvandokus(fokusi),
proporcionalno rastojanjudie P od fiksne prave, zvankrektrisa koja ne prolazi
kroz fokus. Konstanta proporcionalnosti nazivaesscentriciteti obelezava se sa
e. Zae = 1 dobija se parabola, Za < ¢ < 1 dobija se elipsa, za > 1 dobija se
hiperbola, a ako je = 0 konusni pesek je krug.

U skadu sa slikom 5.2., konusni presek se d&éipreko odnoség = ¢ gde su
duzi FP= pi PD = 2¢q — pcos ¢. 1z ekscentriciteta moze se néi radijusp i time
dobiti zapis konusnog preaeka u polarnim koordinatama

p
= = .12
P 1+ ¢ecoso (5.128)

gde jep = 2¢e i naziva se polu-parametar konusnog preseka (zapaziti gla-jp za
¢ = 7). Polarni ugaop naziva se pva anomalija orbite. Giiji oblik gornje
jedn&ine je

_ p - _ 1 B o
P = Ticcoso—gg 1 U=, = All+ecos(@—do), (5.129)

gde jego proizvoljna p@&etna anomalija. Kod orbita koristi seSjgedan parame-
tar a, tzv. polu-glavne ose eligine orbite. Parametri konusnog preseka, ¢, a
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medusobno su povezani sletm relacijama

P =qg=a(l—¢g) il p:a(l—sg). (5.130)

Da se pokae da jedné@ina (5.127) dovodi do konusnog preseka za kretanje mase
u odnosu na masi/, pokazée se da je jedan od oblika&enja jednéine (5.127) dat
jedn&inom (5.128). Da se to verifikuje koriég se sleda vektorski identiteti:

pxé,=0
d dp\ . d*p
i < X dt> Tl
dé,
o - —_— = 0
S at
. . dée,\  de,
ep X <ep X dt) = — dt . (5131)
Iz jedn&ine (5.127) nalazi se
d (. dp L d*p GM _ | "
Sto se mae integraliti:
dg -
o % dit) = h = const. (5.133)

VelicinaH = o x mV = p X mdt je moment kolEine kretanja maser, te Jeh
predstavlja moment kdline kretanja po jedinici mase. Jediea (5.133) govori da
je u problemu dva tela konstantno. Kako Ja konstantno, liie

v -  GM, L dp
dt(VXh) thherpX<det>

p2
GM | . deé deé
:—7ep>< <e”xdtp>p2:GMdtp

i posledtno integracija dovodi do
V xh=GMé,+C

gde jeC vektorska konstanta integracije. Formula za trostrukisskaproizvod daje

—

fi-(ﬁ d”>_h2 GMj-&,+7-C

> d E
P (V xh) L
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ili
h? =GMp+ Cpcos (5.134)
gde je¢ ugao izmeu vektoraC i 7. 1z jednd&ine (5.134) nalzi se

p
- A
P 1+ ¢ecoso (5.135)

gde s = h?/GM ands = C/GM. Ovaj rezultat je poznagirvi Kepler-ov zakom
implicirada za& < 1 masan opisuje elipttnu orbitu kada je Sunce u jednom fokusu.

Jednaina (5.129) mae se izvestii na dru@gi nacin. Prikaz&e se itaj alternativan
natin koji €e biti kasnije od koristi. 1z jedri@ne (5.127) nalazi se

di &5 d (df dp GM . di GM d .
pfP P _ @ (AP AP gH g W TR 5 5. (5.136
at a2 T dt <dt dt P a7 (5:136)

Ovu jedn&inu korisno je transformisati u sferne koordinai;é ¢. U sfernim koor-
dinatama tenzorske komponente brzingBu= 2, v? = ¥ 'v3 = 4 4 fizicke
komponente brzine sy, = dt, Vo = pE, Ve = psinf d‘f, tako da se vektor brzine
moze zapisati
= dp_dp, db ., do
Sin p——&4. 5.137
V= i p—l—pdteg—i-psmqﬁdt% ( )

Zamenom jednéne (5.137) u jednanu (5.136) dobija se

d | (dp\* | 5 (dON® 5 ., (do\?| = GMd
dtl(dt) # )+ () | =S

2GM dp d (1
S e YT
p? dt ¢ dt < )

Sto se mae neposredno integraliti u

dp\>  , [do\® qu _2GM
— — — —F A
(i) oo (i) oo () =55 6159
gde je—F integraciona konstanta. Za specijalnidjiravanske orbite treba staviti
konstantan ugaé = 7, tako da se jedr@na (5.138) svodi na

dp\> , (db GM
£ Z) =22— _F
(&)~ (&) =25

dpdp\® 5 (d0\® _GM
(dwt) +p <dt> =2==-E. (5.139)
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Za specijalni sltaj ravanskog kretanja zai

_ i _

djp

dt

—

h, (5.140)

5to se mae upotrebiti za eliminisanjéj2 iz jedn&ine (5.139), te dobiti rezultat

dp\ > 2GM E
<df) +0 = = (5.141)

Smenonp = % jedn&ina (5.141) postaje

7 U+ = =0 (5.142)

h? h?
5to je oblik kojece se upotrebiti kasnije. Zapaziti da se i u jetina(5.141) i u
jedn&ini (5.142) mogu razdvojiti promenljive i integracijom i (5.129).

Zauvod u teoriju relativnosti ano je podsetiti se pjednog Njutnovog problema:
relativnog kretanja dva inercijalna sistema. Neka j& @edva inercijalna sistema,
recimoS i S, prikazna respektivno crvenim i zelenim osama na slici. StemsS
se kr&€e uzx pravcu brzinomy u odnosu na sistersi.

<du>2 , 2GM | E

y v
p

(o]

K

Figure 5.3. Relativno kretanje dvaju inercijalnih sistema.

Ako su utrenutkd = 0 satovi jednako postavljeni u oba sistema, tada se u trenutku
t tatka Rz, 7, Z) u sistemuS moze opisati transformacionim jedtiaama

r =7+ vt T=x—ot
y=yv i Y7Y (5.143)
z =z z =z

Ove transformacione jedtime njutnovske relativnosti poznate su i pod imenom
Galilejove transformacije.
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Do AjnStajna principom relativnosti zahtevano je da brzine butitivae i da se
pokoravaju Galilejovom pravilu sabiranja brzina

Ver = VP/Q + VQ/R. (5.144)

Drugi reCima, brzina téke P u odnosu natlu R jednaka je brzini ke P u odnosu
nataku Q plus brzina teke Q u odnosu na¢au R. Na primer, osoba (P) koja se &ee
na sever brzinom od 3 km/h u vozu (Q) koji se tdkdkrece na sever ali brzinom od 60
km/h u odnosu na tlo (R) ima brzinu od 63 km/h u odnosu naSta.se dgava kada je
objekat P svetlost koja se kKreu vozu (Q) koji se kie brzinoml/ u odnosu natlo? Da
li su brzine tada aditivne? Pitanje ovakvog tipa vodtkaenom Michelson-Morley-
evom eksperimentu za koji se smatra da p&lazieorije relativnosti. Ajstajnov
odgovor na gornje pitanje bio je “NE” i zahtevao je Ugr = Vpig = ¢ = brzina
svetlosti bude univerzalna konstanta.

Za razliku od njutnovskih jedriina, AjrStajn je posmatrao kretanje svetlosti od
ishodBta0 i 0 sistemaS i S. Ako se sistenst krete brzinomw u odnosu na sistersi
i ako je u trenutkut = 0 poslat svetlosni signal iz sisten$au sistemS, tadace se on
prostirati sfernim talasnim frontom iati na sferi

224?42 = P (5.145)

gde jec brzina svetlosti. Obrnuto, ako je svetlosni signal poglatstemas u trenutku
t = 0, once lezati na sfernom talasnom frontu

247 + 22 = At (5.146)

Zapaziti da njutnovske jediiae (5.143) ne zadovoljavaju jedtiae (5.145) i (5.146).
Ako jey = § i z = z tada prostorne promenljiver, Z) i vremenske promenljive
(t,t) moraju biti povezane. Aftajn je predlaio sledée transformacione jedbime
izmedu ovih promenljivih

T=v(@—vt) i x=~(T+ i) (5.147)
gde konstanty treba odrediti. 1z diferencijala jedbma (5.147)
dz = y(dx —vdt) i dr=~(dz+ vd) (5.148)

mogu se dobiti odnosi

dz v(dz —vdt) .. 1 v
— = i ——— =1 5 (5.149)
~v(dz + vdt) dx (1 + g) dz
Kada jedr = 9% = ¢, brzina svetlosti, jedriana (5.149) zahteva da je

2\ 1 2\ —1/2
A2 = (1 - “2> ili -~ = (1 - ”2> . (5.150)
C C
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Iz jedn&ina (5.147) mie se eliminisati; i naci
= Y 5.151
t=r (t — C—2x) . (5.151)

Tako se njutnovske jeddame (5.143) mogu zameniti sa relativikim transforma-
cionim jedn&inama

x = (T + vt) T =y(z — vt)

y=y i YT (5.152)
zZ=Zz z =2z

t=v(t+ %1) t=7(t— %)

gde jey dato jednéinom (5.150). Ove jedi@@ne su poznate pod imenoborentz-

ova transformacija Zapaziti da zas << ¢, slediz ~ 0i vy =~ 1, te jedndine
(5.152) aproksimiraju jedritine (5.143). Jedriane (5.152) ideniiki zadovoljavaju
jedn&ine (5.145) i (5.146%to se proverava neposrednom zamenom. Dalje, posred-
nim diferenciranje iz relacija (5.147) dobija se

dr _ G +v
dt e,
14+ 4y

c

(5.153)

Jedn&ina (5.153) predstavlja Agtajnovo pravilo sabiranja brzina kojim se zamenjuje
ranije njutnovsko pravilo dato jeddmom (5.144). Kostenjem oznaka iz jedgme
(5.144) mae se jednéina (5.153) prepisati u sledem obliku

_ Veig+ Vor

- Veig Vor *
1 + C C

Veir (5.154)

Zapaziti da zal/pg << ¢ i Vgr << c jedn&ina (5.154) aproksimira jedbiu
(5.144). Kadd/piqi Voir teze ka brzini svetlosti dobija se

Voo + Vor

Veig—c 1 + Veig Vor
Vor—¢ c ¢

=c (5.155)

5to se slae sa Ajrstajnovom hipotezom da brzina svetlosti invarijanta.

Dalje e se nastaviti razmatranjem pitanj&tie gravitacije. Ajtajn je smatrao
da su prostor i vreme povezani i posmatrao kretanje plamegepdezijskim linijama
u prostorno-vremenskom kontinuumu. Treba sa podsetitiudgesdezijske linije
date diferencijalnim jedrianama

d?x’ i ) da? dx®
— e — 5.156
iz * {j k} ds ds 0 ( )

gde jes dwzina luka. Ove jedn@ne treba pridraiti Cetvorodimenzijskom prostor-
no-vremenskom metrikory;; gde indeksi, j primeju vrednosti 1, 2, 3, 4 a' su
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generalisane koordinate. Ajtajn je postavi pitanje: “Mee li se uvesti prostorno-
vremenska metrikgw takva da jednéine (5.156) nekako reprodukuju zakon grav-

itacionog privi&enja -2 dtz 0 4+ iM 7 = 0?” Tada se kretanje planeta @@posmatrati
kao optimizirano kretanje u prostorno-vremenskom kontinu gde metrika prostora
simulie zakon gravitacionog privianja. Ajrstajn je smatrao da takvo kretanje mora
biti u vezi sa krivinom prostora koja se m@dobiti iz Riman-Kristofelovog tenzora
R;lkl. Metrika koja se trai g;;, i,j = 1,2, 3,4 ima 16 komponenata. Konjugovani
metricki tenzorg®/ je definisan tako da je"/¢;, = 4., a element kvadrata dine
luka jeds? = g;;dz'dz?. AjnStajn je mislio da se ta metrika rbe dobiti iz Riman-
Kristofelovog tenzora krivine koji, za = 4, ima 256 komponenata od kojih su samo
20 linearno nezavisnih. Ovo izgleda ogroman broj j&iima iz kojeg bi se dobio
zakon gravitacionog privizenja te je Ajstajn posmatrao kontakovan tenzor

oo ) e

Sferne koordinatép, 6, ¢) sugersu metriku oblika
ds® = —(dp)? — p*(d0)? — p? sin® 0(d¢)? + 2 (dt)?

gde sugi1 = —1, goo = —p% g3z = —p?sin®0, gas = i g;; = 0zai # j.
Negativni predznaci su uvedeni da@i)2 = ¢? — v? bilo pozitivno kada jev < ci
brzina ne prelazi brzinu svetlosti Medutim, ovakva metrika se ne rae upotrebiti
jer se tenzor krivine anulira. Sferna simetrija posmatggmmblema sugese da se
g11 1 gas Moraju menjati dokyas i g33 moraju ostati isti. Neka jér!, 22, 23, 2%) =
(p,0,6,t) inekasu

gu=—e", gn=-p’ gum=—p'sin®f, giu=e’ (5.158)

gde suu i v nepoznate funkcije ogd koje treba odrediti. Tako se dobija konjugovani
metricki tenzor

-1 -1
11 —-u 22 33 44 —v

—— S — -, = 5.159

g = 9T e 9 (5.159)

i g =0 zai # j. Ovakav izbor metrike daje element kvadrataide luka
ds? = —e(dp)? — p?(dB)? — p?sin® 0(dep)? + e® (dt)? (5.160)

i Kristofelove simbole raziite od nule:
1 1du 1
{11}_2% 21 _ {13} » A
{2 2} —pe”" {12}77 = =g { =

_ 9 21 31 _ 1 41 _
{4 4} _ 7pve udsvln 3 3} = —sinfcos 0 j%331{ _ gos@ {4 1}
32 i

=D =
=

S

o &

——

z

=]

S
I NI
&‘&l‘&
Dl e
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(5.161)
Pomau ovih izraza nalaze $8;; razliciti od nule iz jednaina (5.157)
5 2

G = 1d 1 (dv)" _ ldudv _ 1du

L= 24dp> T a1 \dp ddpdp ~ pdp

— 1 d 1. d
Ga =™ (14505 — 305, —¢" (5.162)
Gsz3 =e™™ 1+%p%—%p%—e“ sin® '
2 2

Gu=-o |45 - 4t + 1 (%) +1%

i G;; = 0zai # j. Pretpostavka da 3i;; = 0 za svei, j dovodi do diferencijalnih
jedn&ina

dv 1 (d\* ldudv 2du_,
dp? 2 \dp 2dpdp pdp
1 dv 1 du
gL dv L du 5.163
+2pdp LTk ( )

d?v 1<dv>2 ldudv 2dv

2 "a\dp) " 2dpap T pdp

Oduzimanjem prve od ovih jedbima od trée daje

d d .
au + av =0 ii w+v=c =const. (5164)
dp dp

Tada druga od jeditana (5.163) postaje

du

p— =1—¢" (5.165)
dp

9

Sto se mae integraliti razdvajanjem promenljivih i dobiti

R (5.166)

1_ <
P

gde jec, integraciona konstanta. Tako se dobija

= 1 g <1 _ 02) . (5.167)
p

Konstantac; se bira tako da.4 teZi ka c? kadap negrangeno raste. Time se dolazi
do metrika
-1
1— &
P

: c
g = . g =—p% gss=—pisin®0, gu = (1 - ;) (5.168)
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gde j& treba odrediti konstante,. Metrike iz (5.168) se koriste da se diferen-
cijalne jednéine (5.156) koje defisu geodezijske linije nagu u razvijenom obliku
u Cetvorodimenzijskom prostoru:

2p ldu [(dp\® do\? o (dp\® 1 dv [dt\?
el Rkl el ol _ —u [ 27 _ —U o= —v—u " [ =0
d32+2dp <ds> pe <ds> pe s <ds> +2(3 dp <ds>

(5.169)

0 2d0dp g eose (X2 o (5.170)
[ —_——— — 1111 S —_— = .
ds2  pdsds > ds
d*¢p 2dpdp _cosOdpdh

2dodp  ,cos0dgdb 171
ds?  pdsds sinf ds ds ® )
d’t  dvdtdp
a%t  dvdidp _ 172
ds? * dp ds ds 0 ® )

Jednéina (5.170) je identki zadovoljena za ravanske orbite kod kojih je konstantno
6 = %. Za ovu vrednost pojednostavljuju se i jediine (5.171) i (5.172) tako da
se iz (5.171) dobija

d (odo\ = o odd
Is <p ds>_0 ili p dS—C4, (5.173)

aiz jedn&ine (5.172)
d [dt dt
% <d86 > =0 |I| £€ = Cs, (5174)

gde sucy i c5 integracione konstante. Tako preostaje samo jéidaa(5.169) koja
odreduje p. Zamenom rezulata iz (5.173) i (5.174), kao i relacije (B)1&vodi se
jedn&ina (5.169) na

dp e c2c? e 2
—+—=+——-|1-—=]==0. 5.175

ds? 2p? * 2p* ( p) p? ( )
Posrednim diferenciranjem je

i (Y oo £0d ()’ (22

ds?2 ~ d¢? \ ds dp ds? — dg? p* ' \do P

te se jednéina (5.175) mae prepisati u obliku

2p 2 (dp\° e p® e 2
Z2_Z2(ZE = 4 =_(1-= =0 5.176
197 p<d¢> Tra T =" 5179
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koji nakon smene = . daje

d*u Co 3 4
— - — == . 5.177
d? "2 T (5.177)

Mnozenjem jednéine (5.177) sa% i integracijom pog dobija se

du\? c?
<d¢) +u? — Zu= cou® + cg. (5.178)
1

gde jecg integraciona konstanta. Za odiganje konstanteg potrebno je napisati
jedn&inu (5.160) za specialni staj# = 7 i iskoristiti smene iz jednéina (5.173) i
(5.174) da se dobije

WA\ L (dpdo\? o (doN\®  , [dt\®
‘ Qw)‘” me) —1‘p<m) +e(@)

dp\® 2\ o o &\ pt
& 1-2 1-2_5)° . 5.179
<d¢> +( p)p+( p 62)03 0 ( )

Smeng = 1 svodi ovu jednéinu na oblik

du\? 9 3 1 Co cg
o + u® — cou +?—7u——2:0. (5.180)

Sada se, kortano, upordivanjem jednéina (5.180) i (5.178) me izabrati

2
c: 1
«=(2-1)z
tako da jednéina (5.178) dobija oblik
du\? c 2\ 1
<d¢> +u? — éu + (1 — Cg) 2= cou® (5.181)

Sada se mogu uporeditirelativigha jedné&ina (5.181) i njutnovska jedgaa (5.142).
Da se te dve jedi@ane sl@e biraju se konstantg, ¢4, c5 tako da je

2

e 2GM . 1-% F

= = i —<=—. 5.182
c? h? 2 h? ( )

Kako su to dve jedridne po tri nepoznate koristi se dopunski uslov
. do . do ds

1 227 272772 A
P T s (6189
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koji se dobija iz jednéine (5.140). Zamenom jedéiaa (5.173) i (5.174) u jedi@nu
(5.183), srdivanjem i nalzenjem grarine vrednosti dobija se
0462

S (5.184)
Cs

Tako se, konéno, iz jednaina (5.182) i (5.184) nalaze tri integracione konstante

2 M
¢ , 02:£;, 64:L (5.185)
E 2 E

1+ = ¢ 1+ = e 1+ E

2 _
C5 =

koje nakon zamene u jedtiau (5.180) dovode do diferencijalne jedirze

du\®> , 26M E 2GM 1
— — —_ = — . 5.186
<d¢> u 72 u+h2 2 1_|_CE2“ ( )
Ako se obelgi o = 5—451 =2M g =, = 20M W tada se diferencijalna
jedn&ina (5.186) mae zapisati kao
d*u o 3.5
au XS0 187
02 U= g 2ﬁu (5.187)
ReSenje jednéine (5.142) je
1
u= p = A(1+ecos(¢p— ¢o)) (5.188)

pa se pretpostavlja da je igenje jednéine (5.187) takvog cgieg oblika. Kako je

A mala veltina m@e se Giniti pretpostavka da je Benje jednéine (5.187) oblika
(5.188) takvo da jep, priblizno konstanta i da se menja vrlo sporo kao funkcija
od A¢. U tu svrhu treba primetiti da ako j@, = ¢¢(A¢), tada su% = ¢pA i

‘i;? = ¢y A2, gde primovi oznéavaju diferencirenje po argumentu funkcije, Aj¢

u ovom sli€aju. Prviidrugiizvod jednzine (5.188) su

d

G = —eAsin(o — o)1 - ¢ 4)

2
3751; = A’ sin(¢ — ¢o) ¢y — eAcos(d — do)(1 — 24, + A*(¢()?)

= —eAcos(¢ — do) + 2c6 A% ¢ cos(¢ — o) + O(A?).
Zamenom ovog u diferencijalnu jedtiau (5.187) dobija se jednakost

2e A%y cos(¢p — o) + A — % = ? (A% 4 22 A% cos(¢ — o) + €2 A% cos® (¢ — ¢o))

+0(4%).
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Kako je A malo¢lanoviO(A?) se mogu zanemariti, te izjedtavanjem konstantnih
Clanova i koeficijenata uzos(¢ — ¢ ) dobijaju se jednéne

A-— % = ?%ﬁ 2:A%¢f, = 3B A% + ?5%42 cos(¢ — o).

Smatraj&i ¢o pravom konstantom, ovaj sistem jeditea ima priblZno re&enje

A~ % b0 ~ %M + %As sin(¢ — éo) (5.189)
Re&Senja data jediianama (5.189) pokazuju da gg menja sporo sa vremenom.
Ovom promenondy, zas manje odl, poremeéuije se elipttno kretanje. Ona izaziva
sporu rotaciju polu-glavne osa elipse i to brzinéﬁﬁ. Ta spora brzina rotacije polu-
glavne ose mie se priblzno izr&unati, recimo, na primeru planete Merkur, pdmo
sled&ih podataka

G =6.67x 10~ dynecnt/g?  ¢=3x10'° cm/s

M =199 x 10% g B~ 2N =295 x 10° cm
a=5.78 x 102 cm h = \/GMa(l —£2) = 2.71 x 10 cn?/s
e = 0.206 % ~ (%1;4)1/2 sec ! Keplerov tré&i zakon

(5.190)

U rezultatu se dobija

dgo dgody 3. do . (GM\* (GM\'? g

= 43.01 lu€nih sekundi po stofau. (1.5.192)

Spora promena Merkurove polu-glavne ose jezepa i izmerena i sk se sa gornjom
vrednatu. Njutnovska mehanika nije mogla ustanoviti ovakvu promilerkurove
polu-glavne ose, dok je Aftajnova teorija relativnosti dala valjano pretskazanje.
Rezultujite reSenje jednéine (5.187) mae se smatrati da je posledica zakrivljenosti
prostorno-vremenskog kontinuuma.

Izjedn&avanje sa nulo kontraktovanog tenzora kriviig; je samo jedan od
mnogih uslova koji se mogu usvaojiti u cilju nalenja metrike prostorno-vremenskog
kontinuuma. Svaka pretpostavka o vredn@sij u sibtini je zadavanje neke vrste
zakrivljenosti prostora. Samo nas $tamae ograntiti u pretpostavkama kakve su
unutar ogromne vasione interakcije prostora, vremena enjat Maze se zamisliti
postojanje druggjih metrickih tenzora u \Bedimenzijskim prostorima gde geodez-
ijske linije u prostorno-vremenskom kontinuumu adingu kretanje drugih fizikih
velic¢ina.

U zakljucku ovog kratkog uvoda u teoriju relativnosti daje se Ci@tNASA
sajta News@hg.nasa.gov iz prodel1998, Izdanje: 98-51: "An international team
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of NASA and university researchers has found the first diggitence of a phenom-
enon predicted 80 years ago using Einstein’s theory of génelativity — that the
Earth is dragging space and time around itself as it rota@®& vest obj&njava da
se efekat naziva powenje referentnog sistema i nastavlja: "Frame dragginigés |
what happens if a bowling ball spins in a thick fluid such asassés. As the ball
spins, it pulls the molasses around itself. Anything stuckhie molasses will also
move around the ball. Similarly, as the Earth rotates itgsjlace-time in its vicinity
around itself. This will shift the orbits of satellites neae Earth.” Rezultati ovog
istrazivanja prikazani s@asopisuScience

5.12 ZADACI

» 1. Nekasux = 3L . Nir = 2¥ . B Pretpostaviti da su pwi izvodi od
T, N, B linearne kombinacije od’, N, B, pa tako izvesti Frene-Sereove formule
diferencijalne geometrije.

» 2. Ustanoviti o kojim povsima je r&, te opisati réima i skicom krivolinijske
kordinate na svakoj od posit () 7(u, v) = ué; + vés; (b) 7(u,v) = ucosvé; +
usinvés; (C) F(u,v) = 221:?:2 é1 + %ég.

» 3. Ustanoviti o kojim povéima je r&, te opisati krivolinijske koordinate na p&ir
Pomau nekog raunarskog programskog paketa nacrtati grafik piovilustrovati
koordinatne krive na pogi. NeCi delic poviSinedS prekow i v. Sve to za sled
sluCajeve:

(@) 7(u,v) = asinucosvé; + bsin usinvés + ccos ués, gde sus, b, c konstante, a
0<u,v < 2m;

(b) 7(u,v) = (4 +vsin 5) cosué; + (4 + vsin g)sinué; + vcos &3, za—1 <
v<1,0<u < 27,

(c) #(u, v) = aucosvé&; + busin véy + cués;

(d) 7(u, v) = ucosvé; + usin véy + avés, gde jea konstanta;

(e)7(u,v) = acosvé; + bsinvés + ués, gde sw i b konstante;

(f) #(u,v) = ucosvé; + usinvéy + u’és.

» 4. Razmotriti dvodimenzijski prostor sa méikim tenzorom(a.g) = { ? g ]
Pretpostaviti da je pogropisana jedri@nama oblikay’ = y*(u, v) i da je bilo koja
tatka na povéi data vektorom polajai® = 7(u,v) = y'@;. Pokazati da su metrike
E, F,G funkcije parametera,v i dasu date s& = 7, - 7, F' = 7y - Ty, G =
Ty - T gde sur, = g—ii Ty = g—j.

» 5. Pokazati da su Kristofelovi simboli prve vrste za metrikzéatka 4:

1

=
u * Tov

<

11,1 =7y - Fuu [12,1] =[21,1] =7y - Tuw  [22,1] =
[11,2] =7, - Tuu  [12,2] = [21,2] =7 - Fuw  [22,2] =

!

N
v " Tvv

<

Sto se mae zapisati kadn 3, 7] = % 2 a, B,y =1,2.
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» 6. Pokazati da se rezultati iz zadatka 5 mogu napisati i u obliku

1 1 1
111 =3B, [121=[2L1=3E [21]=F 3G,

[11,2] = F, — %E [12,2] = [21,2] = %Gu 22,2] = %Gv

gde indeksi oznzavaju parcijalno diferenciranje.
» 7. Pokazati da su Kristofelovi simboli druge vrste za metrikzadatka 4 oblika
{Cjﬁ} =a"[af,d], o, 8,7 = 1,2 Sto dovodi do rezultata

1\ GE,-2FF,+FE, 1\ (1) GE,-FG,
{1 1}_ 2(EG — F?) {1 2}_{2 1}_2(EGF2)
1)\ 2GF, -GG, - FG, 21 _ [2)\ EG,-FE,
{2 2} B 2(EG — F?) {1 2} B {2 1} - 2(EG — F?)

2\ _2EF,-FE,-FE, 2\  EG,-2FF,+FG,
B 2(EG — F?) 2(EG — F?)

11 22

gde indeksi oznzavaju parcijalno diferenciranje.
» 8. Izvesti Gausove jedine smatrajai da su

7:)uu = ClFu + 02771; + 03ﬁ> {Fuv = C4Fu + CS{Fv + 06ﬁ> Fv'u = C77?u + CSF’U + C9ﬁ

gde sucy, ..., cg konstante odmene uzimanjem skalarnog proizvoda tih vektora sa
vektorimar,, 7, i n. Pokazatidasda = {',}, o = {*}, cs=e,ca = {',},

es = {5} o= fier = {5} s = {5}, o = g. Pokazati da se Gausove
jednaine mogu napisati u obliky-27 = {5} 2% + bagh.
» 9. Izvesti Weingarten-ove jedime

Ty = C1Ty + CoTh i Ty = €My + C3My,
ﬁv = C3Fu + 647:;) ’F,U = C;'ﬁu + CZTALU

i pokazati da su

4G gF-fG . fF-gE . fG—gF
'""EG-F2 P T EG-F2 ' eg-f? 37 eg— f?
el'— fE fF—gE , fE—eF , fF—eG
Coy = Cq4 = C2: 6427
EG — F? EG — F? eg — f? eg — f?

Konstante u ovim jedrianam odréene su na r@n sli¢an onom u zadatku 8. Pokazati

; - o S on o
da se Weingarten-ove jedtiae mogu naisati u Ob|l|(b£% =8 5B -
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» 10. Pom@&un = \/% rezultata zadatka 9(a) iz prvog poglavlja, i rezultata

iz zadataka 5, verifikovati da Za

(ﬁLXFuu)ﬁ:{ 2 }\/EG_}72 (ﬁuxﬁuv)'ﬁ:{ 2 }\/E’G—}?2

11 12
(7 X Fo) - 1 = —{111}x/EG TF? (R x ) = {222}\/% )
(TU X Fuv) n= —{211} V EG_F2 (Fv X Ffuv) ‘N = _{212} V EG—F2
(7 x 7)) -7t = VEG — F2

a zatim izvsti formulu za geodezijsku krivinu datu jedmeom (5.48). Uputstvo:

(A x T) - 4L — (T x 4L . i ¢*%[3, ] ={;}

> 11. Ver|f|f|kovat| Jedna:mu (5.39) kola pokazu1e da su pravci normalne krivine
ortogonalni, tj. verifikovati da j&A1 Ao + F(A1 + A2) + E = 0.

» 12. Verifikovat da jed?76¢* Ryapy = 4Ravor-

» 13. Nati prvu osnovnu kvadratnu formu i jediniu normalu na pogrdefinisanu

saz = f(x,y).
» 14. Verifikovati da jeA; j, — A;x; = A o R 1 gde je

e = ;ﬂ{fk} - aik{zoy} i {z‘nk}{naj} ) {Z’Z}{n”k}

8to se mae napisati i kao

507 axk‘ {5 L

ij-k‘ i k] (ki) (i, 5] [ik, o]

» 15. Kako je R = Gio R, pokazati da vai

Runip = 88] [k, i] — aik [ng,d] + [ik, S]{nsj} = [iJ, s]{nsk}

Sto se mae napisati i kao

% 4

[ea

W |

”’“_' A {Zk} ‘

» 16. Pokazati da je
R 1( g g Pgix n P gj
gkl = 0xidzk  dxidzk  dxidrt | Oxidxl
+ga5<bk,ﬁ][zl,a} = i, Blik, o]).
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» 17. Pomau rezultata iz zadatka 15 pokazati da su
() Rjirt = —Rijrr, () Rijix = —Rijra, (1) Rypij = Riju
Zato je tenzoiR;;,; koso-simetifan po indeksima, j i k,[. TenzorR,x; je simetri-

¢an i po parovima indeks@yj) i (kl).
» 18. Verifikovati sledé€a ciklicna svojstva Riman-Kristofelovog tenzora

()  Rnijk + Rujri + Ruki; =0 prvi indeks fiksiran
(i)  Rinjk + Rjnki + Rinij =0 drugi indeks fiksiran
(i)  Rijnk + Rjkni + Riinj =0 treci indeks fiksiran
(V) Rikjn + Rijin + Rjikn =0 Cetvrti indeks fiksiran

» 19. Pomdau rezultata iz prethodnih zadataka, pokazati da sve koergerRiman-
Kristofelovog tenzora oblikaR;;;x, Rinjj,» Riijj, Riiis, (D€Z sabiranja pae ili j)
moraju biti nula.
» 20. Nati broj nezavisnih komponenata Riman-Kristofelovog teaz®; s,
i,j,k,m = 1,2,...,N. U N—dimenzijskom prostoru treba ispitati* komponena
od kojih su mnoge nula, a od onih koje nisu nula mnoge sdusebno povezane
simetrijama ili cikli€nim svojstvima. Verifikovati slede sliEajeve.
Srucaj 1. Ispituju se komponente oblik&; ., i # n bez sabiranja poili n. Prvi
indeks se mpe izabrati naV naCina, a zbog # n drugi indeks se mie izabrati na
N —1n&ina. Kada se zapazi daf&,.;n, = Rnini, (D€z sabiranja paili n) proizilazi
da se polovina ukupnog broja kombinacija ponavlja. Takajest/; = %N(N -1)
komponenata oblik#;,,;,,. VeliCinaM; moze se smatrati i brojem ragltih parova
indeksa(i, n).
Srucay II. Ispituju se komponente oblikR;,;;, i # n # j gde nema sabiranja
po indeksui. |z prethodnog sltaja se zna da se prvi par indeksazedazabrati na
M, n&€ina. Zato se tid indeks mae izabrati naV — 2 nacina i posledino postoji
My = %N(N — 1)(IV — 2) razlicitih komponenti oblikaR;,, ;; zai # n # j.
SLucAJ II1. Ispituju se komponente oblika;,, ;. zai # n # j # k. 1zsluajal sledi
da se prvi par indeksd, n) moze izabrati nad/; nCina. Uzimaj&i u obzir simetrije,
moze se pokazati da se drugi par indeksaeiaabrati na (N —2) (N —3) na&ina. To
implicira sa postojit N (N —1)(N —2)(N —3) natina da se izaberu indekssin, j i k
zai # n # j # k. Zbog simetrije parovii, n) i (j, k) se mogu maéusobno zameniti
pa je samo polovina tih kombinacija raith. Tako ostaj¢ N (N —1)(N —2)(N —3)
razliCitih parovaindeksa. Dalje se iz ci&hih relacija nalazi da su samo dvediree tih
komponenata radite. Tako se nalazi da postdjiz = 15 N(N —1)(N —2)(N —3)
razlicitih komponenata oblik&,,, ;; zai # n # j # k.

Sabiranjem komponenata iz svih od gornjihcgljeva nalazi se da postdji, =
M, + M, + M3 = L N?(N? — 1) razlicitih i nezavisnih komponenata.

Verifikovati podatke u sledmj tabeli:

DimenzijaprostoravV || 1| 2| 3 4 5
Broj komponenatav? 256 | 625
M, = nezavisne komponente tenzdtg;y,,, || O 1| 6| 20| 50

=
=
()]
(0]
=
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Napomena 1Jednodimenzijski prostor ne re@biti zakrivljen i svi jednodimenzijski
prostori su euklidski. (tj. akoje elementkvadrataithe lukadatsds? = f(z)(dxr)?,
maze se napraviti transformacija koordinafdf (x)dz = du i svesti element kvadrat
dwzine luka na oblikis? = du?.)

Napomena 2U dvodimenzijskom prostoru indeksi mogu primiti samo vresin 1

i 2 i mogLEe je 16 komponenta tenzora. Eose pokazati da su jedine komponeta
razlicite od nule:Ri212 = —Ri1201 = —R2112 = Ra2121. Medu njima pOStOji samo
jedna nezavisna komponenta. Prema konvenciji bira se knemtaR -1, kao jedina
nezavisna komponenta i sve druge ré&isi od nule komponente se izavaju preko
nje.

Naci razlicite od nule nezavisne komponente tenzBeg,; zai,j, k,1 = 1,2,3,4 i
pokazati da se

Ri212 R3y34 Roy40 Ry124
Ri313 Ri231 Ro340 Ry314
Ro303 Riao1 R3213 Ry234
Rig14 R34 R3243 Ri324
Ra424 Ra132 R3143 Ri432

mogu izabrati kao 20 nezavisnih komponenata.

» 21. (a) Pokazati zaV = 2 da je R;2;2 jedina nezavisna komponenta réitk od
nule idajeRio12 = Ro121 = —Ri221 = —Ra112.

(b) Pokazati da na posi sfere radijusag vazi Ris12 = r} sin? 0.

» 22. Pokazati zaV = 2 dajenglg = R1212J2 = Ri219 ‘%’2 .

» 23. Neka jeR;; = R’ Ritiev tenzor iG: = R} — 16 R Ajn3tajnov tenzor, gde

suRj« = ¢g"*Ry; i R = R!. Pokazati da Vva:

€)) Rji, = g°°Rjavk

d%lo dlo a a
(b) Rij = 8xiga\:/J§ - {ibj} azl\/ﬁ - aga {7 j} + {iba}{j b}
(c) Ry =0

» 24. Pomau rezultata iz prethodnog zadatka pokazati d&za 2 vazi

Bu _ Ry Fix _ Bano

g11 g22 g12 g

gde jeg determinanta og;;.
» 25. Razmotriti sli€aj N = 2 gde sugi2 = g21 = 0 i pokazati da vai
(a) Ris=Rs1 =0 (C) R = 2Ri221

g11922

(b)  Ri1g22 = Ra2g11 = Ri221 d) Ry = %Rgij, gde jeR = ginij

Skalarna invarijant& naziva se Ajstajnova krivina powsi, atenzoty; = R —16:R
naziva se AjStajnov tenzor.
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» 26.ZaN =3 pOkazati da SlR1212, R1313, R2323, R1213, R2123, R3132 nezavisne
komponente Riman-Kristofelovog tenzora.

»27.ZaN =2ianp = { 8“ 2
22

K_R1212 =1 [0 (1 dax +i 1 dan
a 2ya |our \Va oul ou? \Va ou? )|’

»28.ZaN =2iaqp = [ Z” 212 } pokazati da je
21 22

K= 1 { 0 |:< a1 8@11)_ 1 aa22:|
© 2y/a | oul |\ a11v/a ou? Va oul
5 2 8a12 1 6‘a11 ai2 8(111
Ou? [\/Zz oul  \Ja du?  ajpv/a Oul } }
Proveriti rezultat stavljanjem,, = a>; = 0 i uporedivanjem sa rezultata sa onim
datim u zadatku 27.
» 29. Ispisati Frene-Seret-ove formule (5.111) i (5.112) za pioake krive preko
Kristofelovih simbola druge vrste.
» 30. (a) Poma@u Cinjenice da zaN = 2 vazi Ris12 = Rs101 = —Rai10 =
—Rj1221 i dvodimenzijskih alternirajéih tenzorae,g i e®? pokazati da se jedGma
(5.109) mde napisati kad, 5,6 = Keapeqs 9de Sleqs = aeag i e’ = ﬁe“ﬁ
odgovarajgi epsilon tenzori.
(b) Pokazati da se iz rezultata pod (a) doBij,s,se“’?° = K.
Uputstvo: videti jednéine (5.82), (5.93) i (5.94).
» 31. Verifikovati rezultate date jed@amom (5.100).
» 32. Pokazati daje*’c,5 = 4H? — 2K.
» 33. Nati jedn&ine za glavne krivine posiz = u, y = v, z = f(u,v).
» 34. (Geodezijske linije na sferNeka(6, ¢) ozn&avaju povéinske koordinate na
sferi polupré&nika p definisane parametarskim jedi@ama

} pokazati da je

x = psinfcos¢, y=psinfsing, z=pcosh. Q)

Posmatrati ravan koja prolazi kroz ishéth sa normaloniiji su koeficijenti pravca
(n1,n2,n3). Jedndinate ravni jen x + noy + nzz = 01 ona sé€e sferu po velikom
krugu koji je opisan relacijom

ny sinf cos ¢ + ng sinfsin ¢ + ngcosd = 0. (2)

Ovo je implicitna relacija izméu povsinskih koordinatd, ¢ i opisuje veliki krug

koji lezi na sferi. Ova jedn@na se mae pisati u obliku
ng

tan 6

®)

71 COS P + Nosing = —
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i u specijalnom sldaju kada sui; = cos 3, ne = sinf3, ng = — tan«, maze se
izraziti u obliku
tan o tan «
-pB) = ili — B =cos! . 4
cos(6— ) = 2% i g = cos (tan 9) ()

Ova jedn&ina daje eksplicitnu vezu izrde poviinskih koordinata na velikom krugu
na sferi. Relacija za element kvadrataihe luka zadovoljena poSinskim koordi-
natama skupa sa jedtinom dobijenom diferenciranjem jedtine (4) po daini luka

s daju relacije

d t do
sin? Qd—(b —ane @ (5)
S 1— tanz?(; ds
tan
ds® = p*df* + p? sin? d¢? (6)

Jednéine (1)-(6) su nane za razmatranje sletiy zadatka.
(a) Pokazati da su diferencijalne jedirge koje definku geodezijske linije na pasini
sfere [jednaine (5.51)]

a20 . do\ >
2 sin 6 cos 0 <d3> =0 ©)
d*¢ df d¢

(b) Pomnditi jednatinu (8) sasin? ¢ i integraliti da se dobije

sin? 0% =c 9)
ds
gde jec, integraciona konstanta.
(c) Pomnaiti jedn&inu (7) sag—‘;’ i iskoristiti rezultat (9) i pokazati da integracija
dovodi do

2 2
<d9> =Gt (10)

ds sinZ6

gde jec3 integraciona konstanta. _
(d) Pomau jedn&ina (5) i (6) pokazatida sty = 1/pic; = =2
(e) Pokazati da jediiane (9) i (10) impliciraju da je

dp  tana  sec’d
df o tan29 1— tanzoz7

tan? 6

a da se smenom = {222 ova jednd@ina mae integraliti da se dobije jeddima (4).

Sredivanjem jednaine (4) i izra&avanjem rezultata prekq i, z dobija se jednéina
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(3). To dovodi do ravni koja € sferu po velikom krugu. Poslétio, geodezijske
linije na sferi su veliki krugovi.

» 35. Nati diferencijalne jednéine geodezijskih linija na cilindarskoj pcir

» 36. Naci diferencijalne jedn@ne geodezijskih linija na torusnoj pa&mi. (Vidi
zadatak 13 u tigem poglavlju.)

» 37. Nacti diferencijalne jednéne geodezijskih linija na obrtnoj pdsirc = r cos ¢,
y = rsing, z = f(r). Zapaziti da krivaz = f(x) predstavlja posi. Krive r =
const. su paralele, a krive = const. su meridijani po®i, ads? = (1 + f'2)dr? +
r2dg?.

» 38. Nati ravan jedintne normale i tangente u proizvoljnogta pravog kriznog
konusar = usinacos ¢, y = usinasin ¢, z = u cos a. Konus je obrtna po%rsa
r=usinali f(r) = r cot & uz konstantna.

» 39. Nekas oznaava diinu luka i neka je vektor polmjar(s) analitican oko
tatkes. Pokazati da Tejlorov red(s) = #(so) + hi (so) + 27 (s0) + 2" (s0)+
oko tatke s, sah = s — so glasi©(s) = 7(so) + AT + Lxh>N + 1p3(—x>T +
+'N + x7B)+ $to se dobija diferenciranjem Freneovih formula.

» 40. (a) Pokazati da kizna zavojnica definisana sa= a cost, y = asint, z = bt
gde sw i b konstante, ima svojstvo da svaka tangenta na limikonstantan ugao
sa pravom koja defiBez-osu. (tj.f - @3 = cos a = const.)

(b) Pokazati dajé\7 - &3 = 0 i posledEtnoé; je paralelan rektifikacionoj ravngto
implicira da jeés = T cosa + Bsina.

(c) Diferencirati rezultat pod (b) i pokazati dagg™ = tan « konstanta.

» 41, Za prostornu krivur; = x;(s) u Dekartovim koordinatama:

(a) pokazati da j& = ‘% = /2}2]

(b) pokazati da je = %eijkx;x;'x;;’. Uputstvo: posmatrafi’ - 7 x 7.

» 42. (a) N&i kosinuse pravca normale na péer= f(z,y).

(b) Nati kosinuse pravca normale na p&w(z, y, z) = 0.

(c) N&ti kosinuse pravca normale na pdwr= z(u,v), y = y(u,v), z = z(u, v).
» 43. Pokazati da je za glatku pave = f(x,y) Gausova krivina u €&ki na povsi
data sa

fxmfy’t/ - :?y

(I+ 24+ f24+1)%

» 44. Pokazati da je za glatku pdve = f(z,y) srednja krivina u té&ki na povsi
data sa

K:

201+ f2 + 1) |
» 45. Izraziti Frene-Sereove formule (5.13 preko Kristofelositmbola druge vrste.
» 46. Verifikovati relaciju (5.105).
» 47. U V, usvojiti da jeR;; = pg;; pa pokazati da jp = £ gde jeR = ¢/ R;;.
Ovaj rezultat je poznat pod nazivom Ajmjnova gravitaciona jedbma u t&€kama
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gde je prisutna materija. To je analogon Poasonove j@de® 2V = piz njutnovske
teorije gravitacije.

» 48. U V,, usvojiti da je R;j; = K(gikgji — 9agjx) pa pokazati da jeR =
Kn(1 —n). Uputstvo: vidi zadatak 23.

» 49. Neka jeg;; = 0 zai # j pa verifikovati sledée:

(@) Rpij =0zah #i#j#k

9%.\/Gii 0/gii OIn \/gnn 0/7ii O1n \/Gkk o .
(b)Rhiik:\/gii(azhamk — ah ok e g ) zarazltite h, 4, k.
(c) zah # i:

o i 8\/ vh
Rhiih = \/Giin/Gnn [% (\/91,7 5{5?) + £i (\/lg— ajﬁ')

» 50. Razmotriti obrtnu po kod kojex = rcosf, y = rsinf i z = f(r) zadata
funkcija odr.

(a) Pokazati da je ovorti, prostoruds® = [1 + (f')%dr? + r2d6? gde j¢’ = L.
(b) Pokazati da su geodezijske jedime u ovomVsa:

dro o S (ANt o Ao\t
ds? 14 (f)? \ds 1+ ()2 \ds)
d*0  2dfdr

AT e
d32+rdsds

(c) Rssiti drugu jednainu pod (b) i dobiti% = 5. Zameniti ovaj rezultat zds u

izraz pod (a) i pokazati da j¢9 = iii%dr §to se u principu mize integraliti.






