1. Dat je ostrougli trougao ABC. Neka je D srediste stranice AB, i neka prava C'D drugi put sece
opisanu kruznicu trougla ABC u tacki E. Tacka F je takva da je D srediste duzi EF. Dokazati da je
HF 1 CE, gde je H ortocentar trougla ABC.

Resenje (trigonometrija):
Neka je £ BAC = a, LABC = (3, a polupre¢nik opisane kruznice R. Iz sinusne teoreme imamo da
vaze sledece relacije:

a=2Rsina, b=2Rsinf3, ¢ =2Rsiny = 2Rsin(a + )

gde su a, b i ¢ stranice trougla.

CD je tezisna linija trougla ABC, pa je njena duzina jednaka:

202+ 202 — 2 [8R2sin® o+ 8R?sin® B — 4R? sin*(a + )
B 4

CD = R\/Zsin2a+2sin2ﬁ—sin2(a—|—ﬂ) (1)
Primenjujuéi sinusnu teoremu na trougao BC'D dalje imamo

sin4BCD _ BD , £ sin 8
W_ﬁ o sin £{BCD = cD

pa smenom (1) u ovo dobijamo
sin B sin(a + )

sin {BCD =
\/QSiHZO( + 2sin? 3 — sin?(a + f)




Primetimo da je £DAE = ABCD i {AED = (3 pa primenom sinusne teoreme na trougao ADE
dobijamo slede¢u relaciju:

DE  sin{DAE e DE— $sin£BCD
AD  sin£AED N sin 3
i uvrstajuéi (2) imamo
Rsin®
DE sin®(a + () 3)

\/2 sin? o 4 2sin? B — sin?(a + 3)
Sada se iz (1) i (3) lako dobija
2sin? o + 2sin? B — sin?(a + B) — sin?(a + )
\/2 sin? o + 2sin? § — sin?(a + 3)

CF=CD-DE=R

sin? o + sin? 8 — sin?(a + 3)

\/2 sin? o + 2sin? § — sin?(a + 3)

CF =2R (4)

Posto je LAHC = 180° — 1 LCAH = 90° — v = (a4 ) — 90° iz sinusne teoreme primenjene na
trougao AC'H imamo

CH sindCAH _ ACcos(a+f)
AC ~ sinLAHC  CH=- sin 3
odnosno
CH = —2Rcos(a + ) (5)

Da bi vazilo HF 1 CFE potrebno je i dovoljno pokazati da je g—g =cosLFCH. Iz (4) i (5) imamo da

Je
.2 ;2 )
2 sin® a+sin® f—sin“(a+3)
CF . R\/2sin2a+25in2stin2(a+ﬁ) .
CH —2Rcos(a+ ()

2

_ sin? o 4 sin? 3 — sin® a cos? 8 — sin? B cos? a — 2 sin asin 3 cos v cos 3 B

cos(a + ) \/2 sin? o + 2sin? § — sin?(a + 3)

sin® a(1 — cos? B) + sin® B(1 — cos® @) — 2sinasin Bcosacos B

cos(a + ) \/2 sin? o + 2sin? § — sin?(a + 3)

2sin asin f(sin asin 8 — cos accos [3) B 2sin asin 3 cos(a + B)

_cos(a + ﬂ)\/Q sin? o 4 2sin? § — sin?(a + 3)  cos(a + ﬂ)\/Q sin? o 4 2sin? B — sin?(a + 3)

iz Cega sledi
CF 2sin asin 8

CH \/281n2a+2sin25—sin2(a+ﬁ)

(6)

Sliéno kao (2) moze se pokazati da je

sin asin(a + )

\/2sin2a + 2sin? B — sin®(a + )

sin fACD =




Dalje dobijamo

2‘.2 2‘.2 w2 o 2
cos LACD = v/1—sin? ZACD — | 25 aF 2sin’ - sin’(a £ §) —sin asin’(a + §) _
2sin” a 4 2sin” § — sin“(a + )

2

2sin? o + 2sin” § — sin? avcos? 3 — sin? § cos? o — 2sin asin [ cos a cos § — sin® asin®(a + ()
2sin? o + 2sin? B — sin?(a + B)

sin? o 4 sin? B + 2sin? avsin? 3 — 2sin a sin 3 cos o cos 3 — sin” a sin’(a + f)
2sin? o + 2sin? B — sin?(a + B)

sin? o 4 sin? 8 + 2sin? asin? 3 — 2 sin asin 3 cos a cos 8 — sin? avcos? B — sin? asin? B cos? o — 2 sin® asmﬁcosacos,@’
2sin? « + 2sin? B — sin?(a + B)

sin? o + sin? 8 + sin? asin? § — 2sin asin 3 cos a cos § — sin* a + 2sin* asin? § — 2sin® asm,@cosozcosﬁ
2sin? a + 2sin? B — sin?(a + 3)

sin? a(1 — sin? @) (1 — sin? B) + sin? B + 2sin? asin? B — 2sin asin B cos a cos 3 + sin* asin? B — 2sin3 aslnﬁcosacosﬁ
2sin? a + 2sin? 3 — sin?(a + B)

_[sin* asin® 8 + sin? avcos? accos? 3 + sin® B — 2sin® asin B cos cvcos B — 2sin asin Bcos acos B+ 2sin® asin? B
o 25sin? a + 2sin? B — sin®(a + 3)

. . . 2
20¢s1nﬁ—smacosacosﬁ—ksmﬁ)

2sin? o + 2sin? B — sin?(a + 3)

(sin

odnosno )
sin“ asin 0 — sin v cos v cos 8 + sin 8

cos LACD =
\/2 sin? o + 2sin? § — sin?(a + 3)

Sledi da je
cos LFCH = cos(LACD — LACH) = cos LACD cos LACH + sin {ACD sin {ACH =

sin? asin 8 — sinawcosacos 8 +sin 3 sin asin(a + )
= s « + cosa =

\/2 sin® a + 2sin’® B — sin?(a + 3) \/2sin2a + 2sin? 8 — sin®(a + )

sin® asin 8 — sin? av cos acos 3 + sin asin 3 + sin? a cos o cos B + sin acsin 3 cos? o

\/251n2 a4+ 2sin? B — sin®(a + 3)

_ sin® asin B + sin asin 3 + sin asin 3 — sin® asin 3 _ 2sin o sin 8
\/251112 a4 2sin? B — sin?(a + 3) \/251n2 o+ 2sin? 3 — sin?(a + f)
§to nam zajedno sa (6) daje da je zaista HF' L CE. Q.E.D.

. Na stranicama AB, BC, CD, DA kvadrata ABC D odabrane su tacke M, K, L, N, redom, takve da je
AMKA = {KAL = LALN = 45°. Dokazati da je

MEK?+ AL? = AK?> + NIL?



45°

45"

45°

ResSenje (trigonometrija):

Neka je AB = a, £ BAK = ¢. Iz pravouglog trougla BAK zakljucujemo:

AK = ¢

cos
Posmatrajuéi trougao AK M, na osnovu sinusne teoreme imamo
MK AK AKsing asin @

— == = MK = — = g
sing  sin(m — (§ +¢)) sin(§ +¢)  cospsin(§ +¢)

Dalje je K DAL = g — ¢, pa iz pravouglog trougla DAL zaklju¢ujemo

-t
cos(§ — )
Sli¢no, primenom sinusne teoreme na trougao ALN dobijamo
LN AL ALsin(Z — asin(Z —
L _ / L N- .w(4 ¢ _ W(4 )

sin(f —¢)  sin(r— (5 —¢+7)) sin(§ + ¢) cos(§ —¢)cos

Sada mozemo sastaviti sledeéi ekvivalencijski lanac:
2 32 2 2 a2sin?(T —
ME?4 AL = AKRPAND? s — CS0% o a | osnl(i-y)
cos? psin®(Z + ) cos?(7 —¢) cos?p  cos? pcos? (T — )

= sin2<pc0s2(%—<p)—|—cosQ<psin2(£+<p) = sin2(%+<p) c052(£—<p)+sin2(g—<p) sinz(g—Hp) =

< sin® p—sin® ¢ sin2(gfap)+sin2(g+<p)fsin2 ® sin2(£+<p) = sin2(g+4p)fsin2(%+g@) sin2(gfap)+sin2(gf<p) sin2(£+<p) —

<= sin? p—sin? gosinz(%—(p)—sin2 @sinQ(g—i—go) =0 < sin’¢p (1 - sinz(% — ) — SinQ(% + <p)) =0

Imamo da je

2 2
2 2 2 2
1—sin2(£—cp)—sin2(£+gp):1— ({cosgo—singo{) - (‘gcosgo—l—sin(p\g) =

1 2 1 . 1 .92 1 2 1 . 1 .2 2 2
:1_§COS @+§SIHQDCOSQO_§SID QO_§COS @_§SIH¢COS@_§SIH (‘D:l_COS @ — sin @:0

Ovim je zadatak resen.



