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Sa�etak

U ovom tekstu ne�e biti izlo�en niti jedan originalan matematiqki rezultat,
ve� samo nov, radikalno drugaqiji pogled na intuicionistiqku logiku.

Navodimo jedan od mogu�ih aksiomatskih sistema za klasiqnu iskaznu logiku sa logiqkim
veznicima ∧,∨,¬,→. Aksiome su sve formule oblika

1. A → (B → A),

2. (A → (B → C)) → ((A → C) → (B → C)),

3. (A ∧B) → A,

4. (A ∧B) → B,

5. A → (B → (A ∧B)),

6. A → (A ∨B),

7. B → (A ∨B),

8. (A → C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C)),

9. ¬A → (A → B),

10. (A → ¬B) → (B → ¬A),

11. A ∨ ¬A,

gde su A,B, C proizvoǉne formule. Jedino pravilo izvo�eǌa je

(MP)
A A → B

B
.

Tu su A,B tako�e proizvoǉne formule. Xto se tiqe predikatskog raquna bez jednakosti
sa istim logiqkim veznicima i sa kvantifikatorima ∀ i ∃, zadr�avamo sve navedene sheme
aksioma, s tim xto su sada A,B,C proizvoǉne predikatske formule, i sliqno za navedeno
pravilo izvo�eǌa, ali dodajemo jox dve sheme aksioma i dva pravila izvo�eǌa. Dodatne
aksiome su
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12. (∀x) A(x) → A(t),

13. A(t) → (∃x)A(x).

Ovde je x proizvoǉna promenǉiva, A(x) preoizvoǉna formula, a A(t) formula koja se dobija
zamenom svih slobodnih javǉaǌa promenǉive x u formuli A(x) termom t. Navedene formule
su aksiome pod ograniqeǌem da je navedena zamena regularna. Pravila izvo�eǌa su

(Gen1)
A → B(x)

A → (∀x) B(x)
, (Gen2)

A(x) → B

(∃x)A → B
.

Tu je x proizvoǉna promenǉiva, A,B proizvoǉne formule u kojima promenǉiva x nema
slobodnih javǉaǌa, a A(x), B(x) proizvoǉne formule. U sluqaju predikatske logike sa
jednakox�u, zadr�avamo sve navedene sheme aksioma i pravila izvo�eǌa, s tim da u ǌima
sada figurixu formule u kojima se mo�e pojavǉivati i jednakost, i dodajemo slede�e
aksiome:

14. x = x,

15. x = y → (A(x) → A(y)).

Tu su x, y proizvoǉne promenǉive, A(x) proizvoǉna formula, a A(y) formula koja se do-
bija zamenom nekih (ne obavezno svih) slobodnih javǉaǌa promenǉive x u formuli A(x)
promenǉivom y.

U literaturi se obiqno navodi da se intuicionistiqka logika dobija izbacivaǌem ak-
siome 11. U takvom sistemu, formule slede�ih oblika

1. A ∨ ¬A,

2. ¬A ∨ ¬¬A,

3. ¬¬A → A,

4. ((A → B) → A) → A,

5. (¬A → ¬B) → (B → A),

6. (¬A → B) → (¬B → A),

7. ¬ (∀x) A → (∃x)¬A,

u opxtem sluqaju nisu teoreme, iako su teoreme klasiqne logike. Zbog toga se tvrdi da
u inuicionistiqkoj logici ne va�e mnogi od zakona klasiqne logike. Mi �emo stvari
posmatrati drugaqije.

Osim xto �emo izbaciti pomenutu aksiomu, znak → �emo preoznaqiti znakom ⊃, znak ∨
�emo preoznaqiti znakom |, a znak ∃ preoznaqiti sa K. Tako dobijamo slede�i aksiomatski
sistem za iskaznu logiku. Aksiome su sve formule oblika

1. A ⊃ (B ⊃ A),

2. (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ C) ⊃ (B ⊃ C)),
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3. (A ∧B) ⊃ A,

4. (A ∧B) ⊃ B,

5. A ⊃ (B ⊃ (A ∧B)),

6. A ⊃ (A|B),

7. B ⊃ (A|B),

8. (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A|B) ⊃ C)),

9. ¬A ⊃ (A ⊃ B),

10. (A ⊃ ¬B) ⊃ (B ⊃ ¬A).

gde su A,B,C proizvoǉne formule. Jedino pravilo izvo�eǌa je

(MP)
A A ⊃ B

B
.

Tu su A,B tako�e proizvoǉne formule. Xto se tiqe predikatskog raquna bez jednakosti
sa istim logiqkim veznicima i sa kvantifikatorima ∀ i K, zadr�avamo sve navedene sheme
aksioma, s tim xto su sada A,B,C proizvoǉne predikatske formule, i sliqno za navedeno
pravilo izvo�eǌa, ali dodajemo jox dve sheme aksioma i dva pravila izvo�eǌa. Dodatne
aksiome su

11. (∀x) A(x) ⊃ A(t),

12. A(t) ⊃ (K x) A(x).

Ovde je x proizvoǉna promenǉiva, A(x) preoizvoǉna formula, a A(t) formula koja se dobija
zamenom svih slobodnih javǉaǌa promenǉive x u formuli A(x) termom t. Navedene formule
su aksiome pod ograniqeǌem da je navedena zamena regularna. Pravila izvo�eǌa su

(Gen1)
A ⊃ B(x)

A ⊃ (∀x)B(x)
, (Gen2)

A(x) ⊃ B

(K x) A ⊃ B
.

Tu je x proizvoǉna promenǉiva, A,B proizvoǉne formule u kojima promenǉiva x nema
slobodnih javǉaǌa, a A(x), B(x) proizvoǉne formule. U sluqaju predikatske logike sa
jednakox�u, zadr�avamo sve navedene sheme aksioma i pravila izvo�eǌa, s tim da u ǌima
sada figurixu formule u kojima se mo�e pojavǉivati i jednakost, i dodajemo slede�e
aksiome:

13. x = x,

14. x = y ⊃ (A(x) ⊃ A(y)).

Tu su x, y proizvoǉne promenǉive, A(x) proizvoǉna formula, a A(y) formula koja se do-
bija zamenom nekih (ne obavezno svih) slobodnih javǉaǌa promenǉive x u formuli A(x)
promenǉivom y.
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Tako�e, uvodemo slede�e definicije:

(A → B) := ¬ (A ∧ ¬B),

(A ∨B) := ¬ (¬A ∧ ¬B),

(∃x) A := ¬ (∀x)¬A.

U ovom sistemu zaista ne�e biti dokazive sve formule oblika

1. A|¬A,

2. ¬A| ¬¬A,

3. ¬¬A ⊃ A,

4. ((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A,

5. (¬A ⊃ ¬B) ⊃ (B ⊃ A),

6. (¬A ⊃ B) ⊃ (¬B ⊃ A),

7. ¬ (∀x) A ⊃ (K x)¬A,

ali �e biti dokazive sve formule oblika

1. A ∨ ¬A,

2. ¬A ∨ ¬¬A,

3. ¬¬A → A,

4. ((A → B) → A) → A,

5. (¬A → ¬B) → (B → A),

6. (¬A → B) → (¬B → A),

7. ¬ (∀x) A → (∃x)¬A,

kao i sve ostale teoreme klasiqne logike (sa logiqkim veznicima ∧,∨,¬,→, kvantifika-
torima ∀,∃, sa jednakox�u i zagradama kao jedinim logiqkim simbolima). Xtavixe, sve
instance takvih formula, koje mogu obuhvatati i intuicioistiqke logiqke simbole |,⊇,K
�e tako�e biti teoreme.

Prevodi prethodnih formula �e zapravo biti formule

1. ¬ (¬A ∧ ¬¬A),

2. ¬ (¬¬A ∧ ¬¬¬A),

3. ¬ (¬¬A ∧ ¬A),

4. ¬ (¬ (¬ (A ∧ ¬B) ∧ ¬A) ∧ ¬A),

5. ¬ (¬ (¬A ∧ ¬¬B) ∧ ¬¬ (B ∧ ¬A)),
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6. ¬ (¬ (¬A ∧ ¬B) ∧ ¬¬ (¬B ∧ ¬A)),

7. ¬ (¬ (∀x) A ∧ ¬¬ (∀x)¬¬A),

koje jesu teoreme intuicionistiqke logike.

Sa druge strane, ovakva logika ima logiqke veznike i logiqke operatore koji nisu
definabilni u klasiqnoj logici. To znaqi da je intuicionistiqka logika jedno pravo
proxireǌe klasiqne logike.

U takvom proxireǌu mo�emo formulisati i rexavati zadatke tipa ”Na�i objekat za koji
va�i. . . ”, odnosno ”Primerom pokazati da postoji objekat takav da je. . . ”, a da u potpunosti
zadr�imo celokupnu klasiqnu logiku.
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